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Strashourg Cedex 67084, France 
Objet de l’affection particuliere des geombtres algtbristes du dix- 
neuvieme siecle, la theorie de l’tlimination a succombe il y a maintenant 
prbs de quarante ans sous l’anatheme lance par Andre Weil 
“11 faut eliminer l’tlimination”. 
A tel point que Van der Waerden (VW) qui lui consacrait tout un chapitre 
dans les deux premieres editions de sa “Moderne Algebra” en a fait dis- 
paraitre toute trace dans les editions postbrieures. Jusqu’a ces derniers 
temps, c’est tout juste si on osait prononcer le mot “resultant,” r&servant 
d’ailleurs ce terme a la forme la plus banale, le resultant de Sylvester de 
deux polynomes, et l’on voyait seulement surgir periodiquement tel ou tel 
petit article en redemontrant des proprietts connues depuis plus de cent 
ans. Ce n’est qu’avec le succes croissant des techniques de calcul assiste par 
des ordinateurs, et parallelement pour les besoins de l’arithmetique, que la 
b&te honnie a fini par reapparaitre, mais combien affaiblie apres des anntes 
de privation et d’oubli. 
Et pourtant, le resultant ne meritait ni cet exds d’honneur, ni cette 
indignite... . 
Ni cet exds d’honneur, car c’est bien vrai que les definitions, a constante 
multiplicative pres le plus souvent, qu’on en donnait au siecle dernier, et les 
demonstrations que l’on faisait avec son aide, donnaient lieu a bien des 
critiques. 
Ni cette indignite, car au fond il fallait peu de chases pour aboutir d des 
notions claires et saris reproche, et des gens comme Faa Di Bruno et 
Mertens maitrisaient parfaitement le formalisme du resultant, plus impor- 
tant que la valeur exacte de ce dernier. De plus, en se privant du resultant, 
on se prive d’un outil efficace pour dtmontrer de nombreuses proprietts 
geometriques qu’on ne peut obtenir autrement qu’arme dun arsenal 
cohomologique substantiel (dualitt de Serre, residus de Grothendieck, etc.). 
Ces constatations, entre autres, m’ont conduit durant ces quinze 
dernieres annees a Ctudier systematiquement la litterature classique sur 
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I’elimination en general, et le resultant en particulier. Je suis alle ainsi 
de surprise en tmerveillement, et il m’a semblt interessant et utile de 
communiquer ce que j’ai trouve dans ce tresor, et d’essayer d’y rajouter 
quelques pieces. 
Ce premier article sur le resultant, dans la lignee dun article anttrieur 
sur les ideaux resultants [JZ], en dtveloppe le formalisme a l’exclusion de 
ses diverses expressions explicites et de ses applications geometriques, qui 
feront l’objet d’autres publications. 
Le langage utilise est celui des schtmas de Grothendieck, qui est le plus 
nature1 dans ce genre de questions, dans la mesure ou l’on cherche a delinir 
des objets sur Z. Mais on ne se sert que de la dtfihition et des proprietts 
les plus eltmentaires des schtmas, et n’utilise aucune propriete “profonde” 
des anneaux commutatifs usuels (regularite ou caractbre de Cohen- 
Macaulay notamment). J’ai aussi beaucoup insist6 sur la nature elemen- 
taire des questions abordtes, n’hbitant pas a entrer dans les details, et a 
faire au besoin plusieurs demonstrations dun m&me enonce. Je ne 
dbespere pas d’ailleurs de voir un jour enseigner la theorie du resultant et 
ses applications gtomttriques en troisieme annee d’Universitt comme 
introduction a la gtomttrie classique. 
Contrairement a ce qui est fait dans les exposes “recent? de Macaulay 
[Mac 21 et Hurwitz [Hu], j’ai mis l’accent sur la definition originalement 
proposee par Poisson [PO], et mentionnte par ailleurs par Konig [KG], 
Netto [Ne], et Salmon [Sal. C’est en effet elle qui est la plus utile du 
point de vue du calcul et des applications geomttriques (sous la forme 
demontree dans le present article, elle implique immediatement, par exem- 
ple, l’identite entre les differentes notions de multiplicite). Ce point de vue 
et la man&e originale dont il est mis en oeuvre ont l’avantage de fournir 
tout de suite une version modulaire du resultant, et Cvitent en outre, 
contrairement a ce qui est fait chez Hurwitz et Macaulay, d’avoir a 
expliciter des formes d’inertie particulihes pour en ttablir les principales 
proprittb. 11s s’ttendent de plus saris difficulte a des situations anisotropes 
non abordtes dans la litterature classique et utiles pour les applications. On 
fait ensuite le lien avec le point de vue utilise par Perron [Per], assez 
complique dans sa forme originale mais explique ici de man&e simple et 
naturelle, ttablissant au passage quelques proprietts nouvelles, qui nous 
serviront ailleurs a repondre par l’affirmative a des questions posees par 
Abhyankar. 
Mais plus qu’un long bavardage, je pense que le plan de l’article indique 
ci-dessous donnera une idte precise de son contenu. 
1. Le thtoreme principal de l’elimination. 
2. Le cas principal de l’elimination: les enonces fondamentaux. 
3. Survol de la demonstration et preuve rapide. 
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4. Retour en arriere et preuves Clementaires. 
Formes d’inertie 
Structure de B,. 
Preuve de Hurwitz pour l’acyclicite du complexe de Koszul generique. 
Sur la liberte locale de certains modules. 
5. Premiers exemples et proprietes formelles du resultant. 
Determinant de Sylvester. 
Cas des formes lintaires. 
Cas ou tous les polynomes, sauf le dernier, sont du premier degre. 
Un lemme de divisibilitt. 
Multiplicativite. 
Effet dune permutation des polynbmes. 
Transformations Clementaires. 
Formule de Laplace. 
Covariance. 
Changement de base. 
Invariance et poids. 
6. Quelques complements et applications. 
Poids reduits. 
Lemme de divisibilite general. 
Resultant anisotrope. 
Un exemple: equation dune hypersurface duale. 
Questions de birationalite. 
7. Point de vue de Perron et questions likes. 
Une caracttrisation des formes d’inertie. 
Relations de dependance algebrique. 
Structure de quelques conducteurs. 
Inversion du resultant a l’intini. 
Quelques formules complementaires. 
1. LE THbORkME PRINCIPAL DE L’bLIMINATION 
Soient k un anneau commutatif, n un entier 2 1, et (Xi)l Gisn n indeter- 
minbes. On suppose de plus donnes un entier r 2 1 et une suite 
(4 > 4, . . . . d,) d’entiers 2 1. 
Pour Jo [r], on note 
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le polynome homogene gtnerique de degre dj en X, , Xz, . . . . X, a coefficients 
dans k [les U,,, sont done des indeterminees], et on designe par A l’anneau 
des coefficients universels 
Posons en outre 
C=ACJ-I, x,, ***,x,1, 
S = Spec A. 
B = Wfi, . . . . fr) 
(1.1) 
Pour la graduation deg(X,) = 1 (in [n]), l’anneau B est une A-algebre 
N-grad&e, ce qui permet de considtrer le S-schema 
X= Proj(B) c P’!! ‘, 
soit 
Le schema X &ant projectif sur S, l’image ensembliste de la projection 
X + S est une partie fermee de S. Plus prtcisement, c’est l’ensemble sous- 
jacent g I’image fermee T de X dans S, qui admet la description suivante. 
Notant 
‘?l= Ker(A = T(S, I!&) can QX, Ox)), 
on a 
T= Spec(A/W L spec(A) = S. 
Le diagramme commutatif suivant, qui precise certaines notations, 
x i P”s- 1 
g 
I I 
f 
T ‘+S 
(1.2) 
admet l’interpretation gtomdtrique suivante. Le k-schPma S paramPtre les 
suites a!e polynbmes (h, , h2, . . . . h,), auec 
hi E kCX, > . . . . J’nlc,, (partie homog2ne de degrC dj), 
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et un point de S appartient Li T si et seulement si la suite (h,, . . . . h,) qui lui 
correspond est telle que le sous-scht!ma de Pt- ’ d’hquations 
h,=&= ,.. =h,=O 
soit non vide. 
Lenonce precedent, ilimentaire dans le cadre des schemas, est connu 
sous le nom de tht!ort?me principal de l’klimination. L’etape suivante consiste 
a expliciter i’ideal 2I et a en Ctudier les proprittes. La theorie classique 
s’occupe principalement du cas oh r = n: c’est la theorie du resultant que 
nous proposons d’exposer dans ces notes. Pour le cas general, je renvoie a 
mon article [J2]. 
Remarque 1.3. Le lecteur aura remarque que, pour ne pas alourdir les 
notations, nous n’avons pas fait figurer la Jettre k dans les notation utilistes 
pour les differents schemas introduits (ni non plus d’ailleurs les entiers n, 
r, 4, 4, . . . . d,). Nous aurons par la suite plusieurs fois a faire des 
changements d’anneaux de base k + k’. Dans ce cas, s’il n’y a pas 
d’ambiguitt sur n, r, d,, d,, . . . . d,, nous utiliserons les notations 
J, ,A rex, ,c T, ,caI, . . . . 
En particulier, nous pourrons parler de 
,A, ,S, J, +T, ral, . . . . 
correspondant au cas k = Z. Les entiers n, r, d,, d2, . . . . d, &ant fixes, il est 
d’ailleurs clair que kA = k@, (,A) et 
J= kQ, (,X), 
,cS=kQz (zs). 
Par contre, en dehors du cas ou l’anneau k est plat sur Z ( = saris 
E-torsion), j’ignore si, en general, on a 
,cT=kQz (zT). 
Cependant, nous verrons (Proposition 2.3, (iii) ci-dessous) que cela est 
vrai lorsque r = n. 
2. LE CAS PRINCIPAL DE L’fiLIMINATION (r = n): 
LEs BNON& FONDAMENTAUX 
Dans ce paragraphe, on se place dans la situation ou r = n, et on suppose 
fixes les entiers n, d,, d2, . . . . d,. En outre, on utilise la notation suivante. 
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Supposons don&s un anneau commutatif k, une k-algebre R, et, pour tout 
entier je [n], un polynome homogene de degre dj en X,, X2, . . . . X,, 
Notant 8 le morphisme de k-algebres 
~I~A+R 
uj,a ++ uj,a 
on pose, pour tout element a de kA, 
ak,, g2> ...> .&%I) = e(a). 
En particulier, pour 8 = id(k A), i.e., gj =fi pour tout j, on a 
4f1, f2, -..? fn) = a. 
(2.1) 
(2.2) 
Nous allons dans la suite dtmontrer a peu prb simultanement les tnon- 
cts suivants que, pour la clartt de l’exposition, nous allons tout d’abord 
dissocier. 
PROPOSITION 2.3. (i) L’unneuu commututif k &ant fix;, I’idM 
k21 = ker(,A can Z&X, Oki,,)) 
de kA est principal. Plus precisement, I’ideul k21 udmet un gentruteur et un 
seul, note 
Res, ( = Redf,, f2, .-, f,) par (2.2)), 
et uppele resultant des polynomes generiques fi, f2, . . . . fn, tel que l’on uit 
l’egulitt 
Res,(X$, X2, . . . . X2) = 1 duns k. (2.3.1) 
(ii) L’dlement Res,(f,‘, f2, . . . . f,) de kA = k[ U,,, IIQI = di] est non- 
diviseur de 0 duns kA et, pour tout je [n], homogene de degre 
did, ... dj . . . d,, par rapport i2 l’ensemble des coefficients U,,,( 1 al = dj) 
de&. 
(iii) L’dlement Res,(f,, fi, . . . . f,) de ,A est geometriquement irreduc- 
tible. De plus, pour tout anneau commututtf k, notant 1 l’homomorphisme 
cunonique 
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on a l’t!galitt! 
Rw&fA T kf2T . . . . kfn) = Wes,(,f,, J2, . . . . A) 
dans kA. 
Avant de poursuivre, faisons quelques commentaires sur l’tnond. Tout 
d’abord, le premier membre de (2.3.1) est bien sfir l’expression (2.1) dans 
le cas oti g,=X,dlEk[Xr, X,, . . . . X,], et k = R. Ensuite, avec la notation 
(2.1) pour k = Z, l’assertion (iii) prend aussi la forme 
ResAkh ) kf2T . ..) kL) = Resk(kf,y . . . . kfn) (2.3.2) 
qui montre qu’on peut, saris risque d’erreur, oublier la mention de l’anneau 
de base k dans l’tcriture du resultant. Etant donnes un anneau commutatif 
k et des polynomes 
I’tlCment 
Wg,, g2, . . . . g,) := Res,(g,, g2, . . . . g,) E k 
sera appelt rhltant des polynBmes g,, g,, . . . . g,. 
EXEMPLE 2.4. Lorsque n = 1 et fi = KY? E k[ U] [I’,], il est clair que 
Res,(f,) = UE k[ U]. 
(Utilisez le fait que kYI = HyX,I(kB)O). 
2.5. Avant d’enoncer la proposition suivante, introduisons quelques 
notations. Pour tout anneau commutatif R et tout polynbme 
cp E RCJ-, , . . . . X,], nous noterons (p et $J les polynbmes suivants: 
@(X, 3 x2, .-., ~,-,)=~~(X,,...,X,-,,O)ERCXI,...,X,-,I 
@(Xl, x2, . . . . ~,-,)=~~(X,,...,X,~,,~)ERCXI,...,X,-~I. 
En outre, Ctant donne un anneau commutatif k et fi , fi, . . . . f, les 
polynomes homogenes gentriques de degres respectifs d,, d,, . . . . d, 2 1 sur 
k, nous poserons pour simplifier 
Pk = R’?k(f, , . . . . fn - I ), P”PZ 
et, s’il y a lieu, 
R, = Res,(f,, . . . . f,), R=R,. 
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PROPOSITION 2.6. Soient fi, fi, . . . . fn les polynomes homogtnes gentri- 
ques de degres respectifs d, , d2, . . . . d,, sur Z: 
fi= c q+X”. 
ial =d/ 
On pose 
A=ZIUj,,l Ia( =dj, 1 <j<n] 
A’=ZIUj,bl IaJ =dj, 1 <jGn- 11. 
Alors : 
(i) Le A.-module 
B, = A,[X,, . . . . ~nl!(fI 3 f29 ..*3 fn) 
est localement libre de type fini, de rang (constant) dld2 . . . d,,. 
(ii) Le Ab[X,]-module 
8’ = A; [X,, . . . . ~?Jl(fi,fi? *Yf"-l) 
est localement libre de rang (constant) d,dz ... d,-,. 
(iii) Le A;-module 
E’= A;[X,, Xz, . . . . ~“-,llt”KT,,L . ..Jn-A 
est localement libre de rang (constant) dIdz .. . d,- , . 
Bien entendu, on en deduit aussitbt, par simple tensorisation par k sur 
Z, un &once analogue au dews dun anneau commutatif quelconque k, 
qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter (remplacer A par kA, A’ par 
kA’, . ..). Egalement, par simple changement d’anneau A’ + A, on voit que 
le A,-module 
E = A,[&, . . . . ~“-,Ilt7IT,, . ..A.) (2.6.1) 
est localement libre de rang d, d2 . . . d,, _ 1. En particulier, la multiplication 
parTn dans l’anneau E consider+ comme A,-module admet un determinant 
ou norme, qui est done un Clement de A, que nous noterons N(Tn)). 
PROPOSITION 2.7 (Formule de Poisson). Auec les notations de (2.6), on 
a l’egalite 
dans l’anneau A,. 
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(Lorsque n = 1, on pose par convention p = 1). Comme prectdemment, 
on en deduit aussitot, grace a (2.3)(iii), un enonce analogue au-dessus dun 
anneau commutatif k. 
Nous verrons par la suite que tows les proprietes connues du resultant 
(et eventuellement d’autres) rtsultent sans peine des tnoncts de ce 
paragraphe. Aussi allons-nous maintenant expliquer comment on peut les 
demontrer, d’abord de man&e rapide mais en utilisant beaucoup d’algebre 
commutative, puis en utilisant seulement des rudiments d’algbbre 
homologique. La premiere preuve a l’avantage de mettre en evidence le 
plan de la demonstration. La deuxieme a l’avantage de suggerer d’autres 
resultats, mais aussi de pouvoir Ctre exposee sans disposer de materiel 
sophistiqut. 
3. SURVOL DE LA DkMONSTRATION ET PREUVE RAPIDE 
On commence par demontrer le lemme suivant. 
LEMME 3.1. Soient k I’un des anneaux Z ou Z/pZ (p nombre premier), n 
un entier > 1, et X,, . . . . X,, des indkterminbes. Etant donnPs des entiers 
d,, d,, . . . . d,, strictement posit@, soient Vi,, (je [n], (al =d,) des ind&er- 
mintes et posons 
Alors : 
kA=k[Uj,Aj~ Cnl, bl=d,l. 
(i) L’idPal 21z, correspondant ci (f, , . . . . f,) consid&s comme 
poiyn8mes gtn&riques sur k est principal et diJfdrent de 0. 
(ii) Le k-schema kX est intt?gre et le morphisme de projection 
kg: kx-+ k T correspondant est birationnel. 
Ayant demontre le lemme (3.1) pour tout n, on l’applique, lorsque n > 2, 
aux polynomes geniriques de degres respectifs d, en X, , . . . . X, _ , dtduits de 
ceux de (3.1) (jE [n - 11) 
j;.= c Uj,aXbEkA”[XI ,..., x,-,1 
‘;‘I$ n 
Oil kA”=k[U,,ljG [n- 11, Ial =di, a,=O], 
ce qui permet de mettre en evidence un generateur, note 
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de l’ideal k21” de J” associt a la suite (j’r, . . ..J7._ ,). On demontre ensuite 
le lemme ci-dessous. 
LEMME 3.2. (n > 2). Sous les hypotheses de (3.1), on pose 
kA’=k[Uj,alj~ [n- 11, [cl1 =d,]. 
Alors le (k A’),k [ X,,]-module 
est localement libre de rang constant d, d2 . . . d,, _ 1 ! 
Ces deux lemmes etant prouves, on pro&de comme suit pour prouver les 
resultats du paragraphe 2. On montre d’abord (2.3) par recurrence sur 
l’entier n > 1; le cas n = 1 ne presentant pas de difficult& (cf. (2.4)), on peut 
mCme supposer n 2 2. Alors, par hypothese de recurrence, on dispose d’un 
Clement 
p~Z[Uj,,ll <j<n- 1, 1~1 =dj, a,=01 
engendrant pour tout anneau k l’idtal ‘%,(j’I, . . . . fnf,_ ,) et qui en outre 
posdde les proprietts suivantes: 
(a) Pour tout 1E [n- 11, p est homogene de degrt d, ... d, ... d,-, 
en les coefficients de f,, done Pgalement en ceux de fi, 
(b) p(Xf’, X2, . . . . X$1;)= 1. 
Supposons maintenant que k = E ou Z/pi?. Alors on peut (3.1) exhiber 
un generateur k R de l’idtal %,(f,, . . . . f,), avec kR # 0. D’autre part, if 
resulte aussitot de (3.2) par passage au quotient par l’ideal (X, - 1) et 
extension d’anneaux que le (k A),-module 
est localement iibre de rang constant d, d2 . . . d, _ 1, 
LEMME 3.3. (a) L’anneau Ek est integre. 
(b) L’anneau quotient Ekf3,, Ek est integre. 
(c) L’ideal 9 = 'QIz,(f, , . . . . f,,) engendre par k R dans kA est premier et 
le morphisme canonique d’anneaux 
icAzJ%A,) -, &If,W, 
est un isomorphisme. 
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Preuve. Pour tout j E [n - 11, le terme constant de x s’ecrit canonique- 
ment comme combinaison lineaire des autres coefficients modulo& ce qui 
montre facilement que Ek est localise d’un anneau de polynomes sur k, d’oti 
(a). 11 est clair que E,f,, Ek # 0, done son spectre est un ouvert non vide 
de kX, ce qui montre qu’il est indgre (3.l(ii)). Compte tenu de ce que 
E,JynEk est fmi sur (kA)p, l’assertion (c) traduit la birationalitb de kg 
(3.l(ii)). 
De (3.3) rtsulte l’existence d’une suite exacte de (,A),-modules 
f. 0- Ek- E,- &I(?nT,) - 0 (3.3.1) 
induisant par localisation une suite exacte de D-modules 
’ O- (&)p- (Ek)9- D/9D- 0, 
ou D = (kA)Y. Considerons alors la norme 
(3.3.2) 
determinant (sur (kA)p) de la multiplication par yn dans Ek. Elle est dans 
tous les cas induite par N, (YE) := N(yJ), et, par Fitting par exemple, on a 
des inclusions entre ideaux de (kA)p, 
CPl “’ 4-1 c (Nk(Tn)) c 8, (3.3.3) 
puisqu’il est clair que 9 = ann(E,/S,) comme (,A),-module. L’anneau 
(kA)p Ctant factoriel et B engendre par l’element premier kR, on en deduit 
l’existence d’un element inversible v de kAp et d’un entier s 2 1 tels que 
K-(~n,) = &W. (3.3.4) 
Pour determiner l’entier S, on peut localiser par 9. L’anneau D Ctant 
principal, on peut appliquer la thtorie des facteurs invariants (par exemple 
Bourbaki, Algebre Chap. VII, proposition 5, p. 90 de la nouvelle edition) 
a l’endomorphisme Tn du D-module libre (kE)B: la suite exacte (3.3.2) 
montre alors que s = 1. La forme des elements inversibles de l’anneau (k A)p 
montre alors, a partir de (3.3.4), l’existence d’un Clement inversible c de k 
et dun entier I E Z tels que 
(3.3.5) 
Le module kE etant Ctendu d’un module localement libre de rang 
d, dz...dn--l sur le localist par p de l’anneau des coefficients de 
fi, fz, . . . . f, _ , et Tn &ant homogbne de degrt 1 en ses coefficients, il est clair 
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que N,(y”) est homogene de degre d, . . . d, _ 1 par rapport a l’ensemble des 
coeffkients de fn. La forme de (3.3.5) et l’utilisation de formules analogues 
apres permutation des fj montrent alors que, pour tout entier je [n], le 
polynhe &(fi, fZ, . . . . f,,) est homogtne de degre d, . .. dj . . . d, par 
rapport ci I’ensemble des coefficients de fj. Pour determiner I, faisons dans 
(3.3.5) la sptcialisation f, H X$. Elle fournit l’tgalite 
Par hypothbe de recurrence, le premier membre est homogene de degre 
Id, ... d,- 1 par rapport aux coeffkients de fi tandis que now venons de 
voir que le deuxieme est homogene de degre d2 . . . d, _ 1 d, par rapport a 
ces m&mes coefficients. Par suite, on a 1= d,, et une tgalite 
(3.3.6) 
Faisons maintenant dans (3.3.6) les sptcialisations fi H X$ (i E [n - 11). 
Par l’hypothbse de recurrence (b) sur p, on obtient une tgalid 
1 = c,R(X;‘L, A-2, . ..) A$) 
qui montre aussitbt que, quitte a remplacer kR par ckR, ce qui est possible 
puisque c est inversible dans k, on peut choisir le gentrateur kR de 
‘%(fi, f2, . . . . fd tel we 
kR(X;‘L, X” 2 ) . ..) X$) = 1 dans k, 
Cela le determine entierement puisque, l’anneau kA etant indgre, tout 
autre gtnkateur de a,( fi , . . . . f,) en differe par multiplication par un 
Clement inversible de kA, done de k. Notant Res, le gtnerateur ainsi obtenu, 
nous venons done de demontrer l’assertion (2.3(i)) lorsque k = E ou Z/pZ. 
Par ailleurs, la constante c valant 1 pour Res,, on voit que (3.3.5) n’est 
autre que la formule de Poisson (2.7). 
Montrons (2.3) dans le cas general. Tout d’abord, lorsque k = Z/p& on 
a bien, avec les notations de (2.3(iii)), l’tgalite 
(3.3.7) 
En effet, l’eltment I(Res,)), appartenant a 21,(fl, . . . . f,), est multiple 
dans k A du gtntrateur Res, de ‘Sk, 
A(Res,) = u Res, Cue /A), 
et homogene de m$me degrt que Res, par rapport aux coeffkients de 
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chacun des fi. Par suite, u E k; la specialisation fi w A’? (j E [n]) et l’asser- 
tion (2.3.1) pour Z et k = Z/pZ montrent alors que u = 1. L’assertion (3.3.7) 
peut s’interprtter en disant que la suite de groupes abeliens 
RESE 
O-,A--+ =ALfi B L (X,) 
i=l 
(3.3.8) 
est exacte et le demeure aprbs tensorisation par Z/pi? pour tout p premier. 
Comme les zBcX,, sont sans Z-torsion (ce sont des algebres de polynomes 
sur l’anneau Z), on en deduit que Q = Coker(can) est un groupe abelien 
plat, i.e. sans torsion. Par suite, pour tout anneau k, la suite (3.3.8) fournit 
par tensorisation par k sur Z une suite exacte 
k @I Rest 
o-kA- kA - ic, (k BhX). (3.3.9) 
Cette derniere montre que k@ Res, est un generateur de k%, non 
diviseur de 0, et veriliant (2.3.1). Par suite, tout autre gtnerateur kR de k91 
est egalement non diviseur de 0 dans kA, done de la forme 
kR=u.(k@Resz), (3.3.10) 
avec u inversible dans kA, done uEk*. Si I’on impose que 
Rk(X;II, . . . . X2) = 1, la specialisation fi H X7 (jE [n]) montre que 24 = 1, ce 
qui acheve de prouver (2.3)(i). Q uant a (2.3)(ii) et (iii), elles sont mainte- 
nant immediates au vu des proprittes de Res,. 11 reste a justifier (2.6). Pour 
(2.6)(ii), ce n’est autre que (3.2) avec k = Z, Ok = R. L’assertion (2.6)(iii) 
s’en dtduit par passage au quotient par l’ideal (X, - 1) de 8’. De m&me, le 
passage au quotient par l’ideal (X,) de B’ fournit (2.6)(i), au decalage 
n H n - 1 prb. 
I1 rste a prouver (3.1) et (3.2). C’est pour eux que nous allons d’abord 
donner des preuves “rapides.” 
Preuve de (3.1). Quel que soit l’anneau k, il est facile de voir que 
f(X) #S et a fortiori que k% #O. En effet, notant u le k-morphisme 
Spec k + Spec( k A) = S correspondant aux specialisations fj H Xy (j E [n] ), 
on a un diagramme cart&en 
fa = Proj(k[X,, . . . . X,]/(X;‘l, . . . . X$)) - X 
I I 
fo i 
Spec k a s 
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Une fois precise ce point (que j’ai oublie de mentionner dans lot. cit.), 
la proposition (3.3.1) de [J2] montre que, lorsque k est integre, le 
morphisme g est birationnel. Par ailleurs, lorsque k est noetherien, la struc- 
ture de fibre vectoriel de X sur P;-’ [J2, 1.41 montre [J2, 3.3.61 que 
dim X= dim S - 1. La birationalite de g implique alors, lorsque k est 
factoriel, que Test une hypersurface de S, dtlinie par une equation globale 
# 0. C’est le contenu de (3.1), lorsque k = Z ou Z/pZ. 
Preuve de (3.2). Afin de ne pas alourdir les notations, posons A’ = k A’, 
B’ = k&“, (r, = Gk. Par definition de W, on a que 
Proj[Ak[X,, . . . . Jh-J/(fI~ . ..JLJl =a. 
On en deduit qu’une puissance de l’ideal (X,, . . . . X,- ,) de 
A;[X,, . . . . X,- 1] est contenue dans l’ideal (fI,, . . . . fnf, 1), done que le 
AL-module 
est fini. Par passage au quotient par X,, une application du lemme de 
Nakayama gradue montre que 8’ est un Af[X,]-module de type fini. 
Mieux, la suite (fr, . . . . fn,,) &ant reguliere dans Ak[X,, . . . . X,- 1], 
l’anneau IEJ est de Cohen-Macaulay (k est regulier); le morphisme Af + B 
etant fini et dominant, on en dtduit que B est un AZ-module localement 
libre. Son rang, necessairement constant (AL est integre), se calcule par 
specialisation fj H Xi*/ (1 < j < n - 1): le resultat en Ctant 
kCX,, . . . . Xn- J/W:l, . . . . Xfy), 
qui est libre de rang d, d2 . .. d, _ 1 sur k, on voit ainsi que B est de rang 
d, d, . . . d,- 1. Enfin, l’element X, ne divise pas zero dans 8’: la suite 
(fI, . . . . fn _ ,) etant rtguliere dans A’[ X, , . . . . X, ~ 1], il est clair que 
(X,,, fi, f2, . . . . f, _ 1) est reguliere dans A’[X, , . . . . X,], done par permuta- 
tion (tout est homogene) que (fi, . . . . f,- Ir X,) l’est aussi. Comme 
B = F/X,&‘, on en deduit que 8’ est un AS [X,1-module localement libre 
(en fait au-dessus dun recouvrement de Spec AL)) de rang d, d2 ... d,_ 1. 
Remarque 3.4. Je n’ai donne ces preuves que pour memoire et pour 
clarifier l’expost. En fait, nous allons voir dans le prochain paragraphe 
comment une etude plus approfondie des complexes de Koszul generiques 
permet de dtmontrer (3.1) et (3.2) saris aucune connaissance prealable 
d’algbbre commutative ilaboree (dimension, anneaux reguliers, de Cohen- 
Macaulay...). 
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4. RETOUR EN ARRII?RE ET PREUVES ~L~MENTAIRES 
Ici, n’ayant plus a faire de changement de base, on utilise les notations 
alkgtes du paragraphe 1. Sauf mention expresse du contraire, les entiers Y, 
n, d , , . . . . d, sont arbitraires. 
4.1. Formes d’inertie (ou Triigheitsformen ) 
Soit !IlI = (X,, . . . . X,) c A [Xi, . . . . X,,] l’ideal d’augmentation canonique 
de C. On dit qu’un Clement f de C est une forme d’inertie (ou 
Tragheitsform) s’il existe un entier v 2 0 tel que 
L’ensemble des formes d’inertie est un ideal F de C, image reciproque 
par la projection canonique C + B du Okme-groupe de cohomologie a 
support dans ‘9JI 
H&(B)= (b~B13v~N t.q. Wb=O}. (4.1.1) 
Les idtaux respectifs H&(B) et F de B et C sont N-graduts, et 
S/(fi, . . . . fi) r H&(B). 
En outre, il resulte immtdiatement des definitions que 
2l= F. = H&(B)0 c A, 
et que l’on a une suite exacte de C-modules 
O-+F+C+ fi B,. 
i=l 
(4.1.2) 
(4.1.3) 
4.2. Structure de B,, 
Pour tout Jo [r], notons ej le coefficient de Xz dans fi. On a 
fi=x$ Ej+ 
[ 
c U,,,X”X;4 1 dans AIX1, . . . . X,][X;‘], a # (0 . . . . . O,d,) 
d’oti aussitot un isomorphisme de k-algebres grad&es (par les Xi) 
B XnrkCUj,al uj,aZejlCxI~ ...9 xn][x,‘l. (4.2.1) 
En degrb zero, il induit un isomorphisme 
B/(x,--l)rB(,,~kCUj..l uj.czZEjlCX1~ ...t x,-,1. (4.2.2) 
607/90/2-2 
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En particulier, lorsque k est integre, les anneaux B, et B,,, sont 
integres. 
Bien entendu, on a des Cnonces analogues pour les B,,. 11s montrent en 
particulier que, pour tout i E [n], l’element X,, ne divise pas zero dans B,,. 
La consideration des diagrammes canoniques (i E [n] ) 
C-B 
I i 
B X” -B.Y, , ” 
permet den conclure que 
F = Ker( C can B,). (4.2.3) 
D’oh aussitot, par (4.1.2), 
VI=An(y ,,..., yr) dans A[X ,,..., X,-i]. (4.2.4) 
On en deduit que, lorsque k est intggre, les ideaux F, H&B, 9I sont 
premiers. 
PREPOSITION 4.3. Lorsque r < n, on a l’&galite 
H&(B) = 0. 
En particulier, ‘$I = 0 et le morphisme de projection g: X + S est surjectif. 
Preuve. C’est bien sQr un cas particulier de [J2, 2.9b]. Avec un mini- 
mum de theorie de la profondeur, on peut aussi le voir en montrant que 
(fi , fi, . . . . f,.) est une suite rtguliere de C contenue dans Y.R, ce qui implique 
we 
prof, B=prof, C-r=n-r>O 
par Nakayama grad& On verilie par recurrence sur r < n que f, ne divise 
pas zero dans 
Wfi 3 "., f,-1)C=B'CU,,,Ibl =d,l, 
avec 
en utilisant le lemme de Dedekind et Mertens: l’ideal des coefficients de f, 
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considere comme polynome en les U,, est 9JIdr qui ne divise pas zero dans 
B’, puisque l’hypothese de recurrence montre que 
prof,(B’) = prof,(k[ U,,, lj< r].[X,, . . . . X,]) - r + 1 
=n-r+l>O, 
autrement dit que ‘9X ne divise pas zero dans B’. Bien que simple, cette 
demonstration n’est pas vraiment Cltmentaire. J’indiquerai plus loin (4.7) 
comment Hurwitz prouve (4.3) saris aucune connaissance prealable. 
PROPOSITION 4.4. Dans le cas oti r = n, soit G E A[ X, , . . . . X,,] une forme 
d’inertie. Alors 
- ou bien G est “triviale”: GE (f,, . . . . f,) 
- ou bien G dPpend effectivement de chacun des coefficients de chacun 
des polyncimes fi, fi, . . . . fn. 
Preuve. D’aprb (4.2.3), il existe un entier N> 0 et des elements 
h,, h,, . . . . h, de C tels que 
X,NG=h,f,+h2f2+ ... +h,f,. (4.4.1) 
Supposons que G ne dtpende pas du coefficient U,, de X” dansfi et posons 
k,=fi- Uj.,Xa, soit 
1;= U,,X’+ kj. 
Effectuons la substitution 
C=kCU,~,X,,...,X,l~C,,, x, 
Xi-Xi 
qui envoie fj sur 0. L’hypothese sur G permet de deduire de (4.4.1) une 
Cgalitt 
X,NG=h,(-)f,+ ... +[h,(-)A]“+ ... +h,(-)f,, 
od, pour simplifier, on note h( - ) le rtsultat de la substitution. Par dtfini- 
tion de C,, ,,,,, il existe done un entier t > 0 et des polynomes 
a,, 22, . . . . A, tels que 
(J-1 ... X,)‘X,NG=&f,+ ... +G+ ... +/l,f,. (4.4.2) 
134 J. P. JOUANOLOU 
Or les Xi ne divisent pas zero dans B, (4.2). On dtduit done de (4.4.2) et 
(4.2.3) que, quitte a remplacer k par k[ U,,, 1 l/31 = dj], G est une forme 
d’inertie par rapport a l’idtal (f,, . . . . A, . . . . f,). D’apres (4.3) on en deduit 
que 
G E U-i, . . . . f?iv ‘9.3 fn). 
4.5. Lorsque k est factoriel et r = n, la proposition (4.4) permet de voir 
simplement que 2I est principal (et non nul), d’ou (3.1)(i). Que 9I #O 
provient, comme on l’a deja signale, de ce que 
Proj(k[X,, . . . . X,-J/(X?, . . . . X$)) = fzl. 
Soit E l’un des coefficients de l’un des polynbmes &., lixe dans la suite. 
Tout Clement non nul de 9I dependant effectivement de E (4.4), soit s > 1 
le minimum des degres par rapport a E des elements non nuls de ‘$I. 11 existe 
dans 2l un Clement R tel que deg,( R) = s; quitte a remplacer R par l’un de 
ses diviseurs premiers dans l’anneau factoriel A, on peut supposer R 
premier. Nous allons alors montrer que 9I est engendre par R. Soit a E 2l. 
Ecrivant que 
A=kCUj,aI uj,a#ElCEl, 
on voit par division euclidienne qu’il existe un Clement c # 0 de A ne depen- 
dant pas de E, et des elements q, p de A tels que 
ca= Rq+p 
deg,(d < s (convention deg(0) = - co). 
Comme p = ca - Rq E ‘$I, la definition de s montre que p = 0, done 
ca = Rq. 
Or R est premier et ne divise pas c, qui est independant de E. Done R divise 
a, comme annond. 
4.6. Lorsque r = n et k = Z ou E/p& nous allons maintenant prouver la 
birationaliti de g: X+ T (lemme (3.l)(ii)) par une methode utiliste plus 
loin pour obtenir des resultats plus p&is. 
Supposons seulement pour le moment k factoriel, et soit R un gentrateur 
de %, dont l’existence a Cte prouvee en (4.5). 
LEMME 4.6.1. Pour tout jE [n], et tout couple (p, y) de multi-indices avec 
IPI = IYI =dj, On a 
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Preuve. Comme R est une forme d’inertie, on a une tgalite de la forme 
X”R=c,f,+c,f,+ ..’ +c,f,, 
avec CI E N” et les C,E C. Derivons-la par rapport au coefficient Uj,B de fi. 
On obtient 
Par comparaison avec l’tgalite analogue obtenue en remplacant /? par y, 
on en deduit que 
( aR aR -- - xa xB au,, xy au,,, ) ( +f[ XL-$- J.Y xy au,, 5). 
Compte-tenu de ce que X” ne divise pas zero dans B, et de (4.2.3), le 
lemme en resulte. 
4.6.2. Pour simplifier l’ecriture, notons pour tout ZE [n], par sj, le coef- 
ficient de X,X$- ’ dans f,: 
fi= ... +&jlx1x~-‘+&j2x2x~-‘+ ... +Ejnx$ 
Un cas particulier de (4.6.1) montre que 
d’ou 
L’entier j ttant fix& on note J l’ideal 
J=($...&J-Aie 
(4.6.3) 
(4.6.4) 
de A/‘% Avec cette notation, on peut detinir un morphisme de A-algebres 
N-grad&es 
0: C+ Rees,,,(J)= A/‘2I@J@ ... @J’@ ... 
envoyant X, sur (aR/aEji)- E J. 
Le lemme ci-dessous resulte aussitat de (4.6.3). 
(4.6.5) 
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LEMME 4.6.6. Pour tout polynBme FE A[X,, . . . . X,], homogPne de degrP 
d>O en les X,, on a 
En particulier, pour FE r, on a 
Autrement dit, le morphisme 0 deftnit par passage au quotient un 
morphisme grad& et surjectif de A-algebres 
0: B/H&B = CfY --) Rees,,,( J). 
Lorsque k = Z ou Z/p& nous allons maintenant montrer ici que, pour 
un choix convenable de j, le morphisme B est un isomorphisme de 
A-algebres. I1 en resultera que le schema 
X = Proj B = Proj(B/H& B), 
s’identifiant a l’eclate de V(J) dans T= Spec(A/\Z[), est birationnel 
au-dessus de T. 
LEMME 4.6.7. (i) Si l’entier j est tel que c?RJ&,~. #O, alors @ est un 
isomorphisme. 
(ii) Lorsque k=Z ou E/p& il existe un entier jE [n] tel que 
aR/acj* n f 0. 
Preuve. (i) Comme R est premier et de degri (par rapport par 
exemple a sjn) plus grand que celui de aRlikj,,, l’hypothese signifie que R 
ne divise pas aR/aEjn dans A. La classe de dR/ac/, dans 
est done differente de 0. Comme l’anneau B/H&B est inttgre (4.2), on en 
deduit que aR&, ne divise pas zero dans C/F. Soit maintenant FE Cd tel 
we 
D’aprb (4.6.6), il en resulte que 
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d’oh FEY d’aprhs ce qu’on vient de voir. Montrons (ii). Le lemme (4.6.1) 
montre que, pour tout jc [n] et tout CI avec [cl1 = dj, on a 
Si l’on avait aR@Ej,, = 0 Vj, il en rksulterait que aRla& E F. = 9l, done 
we 
aR 
-=I) 
auj,, 
v4 V, (4.6.8) 
puisque R est premier. Comme R # 0, cela n’est pas possible en caractkristi- 
que 0, done pour k = 2’. Pour k = E/pi? qui est un corps parfait, les tgalitks 
(4.6.8) impliqueraient que R est une puissance pitme, en contradiction avec 
le fait qu’il est premier. 
4.7. La preuve de Hurwitz 
Avant de poursuivre, nous allons indiquer comment Hurwitz [Hu] 
dkmontre (4.3). Avec des notations Cvidentes (k, n, r, . . . ktant arbitraires), il 
considhe les assertions, pour tout n E N \ { 0}, 
(I,) H&(B) = 0 lorsque r < n 
(II,) H,(f,, . . . . fr; ‘3 = 0 lorsque r < n, 
et montre, par rhurrence sur n, les implications 
I,*II,*I,+,. 
En fait, g la place de II,, il utilise la forme kquivalente suivante: 
Pour tout r < n et toute famille (g,, g,, . . . . g,) de polynBmes vt%jTant 
g,f, + .Yzf*+ ... + g,fr=o dans A [X,, . . . . X,], 
il existe une matrice alter&e (Lii = 0, L, + Lji = 0) ci coefficients dans 
A LX, , . . . . X, ] telle 4 rue 
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11 est clair que I, = Izf, Par rkcurrence sur n 2 1, montrons I, * II,. 
Quitte A ktendre l’anneau de base k, le cas oh r < n est conskquence 
de II,-,, supposi: dkj& dkmontrt. Supposons done r =n, et soit 
g,, g,, . ..Y g, E C tels que 
g,f, + gzf2 + . . . + g,fn = 0 dans C. (4.7.1) 
Posant k’ = k[ U,,, 1 Ial = d,], on dkduit de (4.7.1) une kgalitk 
.f”f,n=o (4.7.2) 
dans C/(fi, . . . . f,-1)=k’CUj,.Ij<nlCX,,...,X,l/(S,,...,f,-,). 
Notant B’ ce quotient, le localid B&” est (4.2.1) de la forme 
avec R un anneau de poIynSmes sur k’. Comme 
avec E, non diviseur de 0 dans k’, il est clair que -&,/l ne divise pas z&o 
dans Bk”, done que 2,/l =0 (4.7.2). Par (4.2.3), on en dkduit que 
g, E %c(fl, . ..9 f,- 1). D’aprks I, (avec r = n - l), il existe done des 
polyn8mes L,, , . . . . L,,,- 1 E C tels que 
gn = L”,f, + L”Zf2 + . . . + Lqnp If,- 1. 
Portons cette expression dans (4.7.1). On obtient 
(g,+L,,f,)f,+(g,+L,zf,)fz+ ... +(g*-,+L,,,-1f,)f,~1=0. 
Quitte A remplacer k par k’, l’assertion II,- 1, supposte dkjA connue, 
implique done l’existence de polyn8mes L, (i, j E [n - 11) tels que la 
matrice (L,) soit alter&e et que 
g1+ LIzIf” =L,f,+L2fz+ ... +~l”-lfn~l 
Prolongeant la dkfinition des L, (i, Jo [n]) par les formules 
L, = - Lni 
lorsque i # n 
0 pour i=n, 
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on a bien ainsi construit une matrice alternke [&I (i, Jo [n]) telle que 
g1 .fl 
g2 II [I =CLJ 5 , gn .r, 
d’od II”. 
Montrons II, =z. I, + 1. Soient done r < n + 1, et h une forme d’inertie par 
rapport A (fi, f2, . . . . fr) cA[X,, X,, . . . . A’,,,,]. D’aprb (4.2.3), il existe un 
entier N> 0 tel que Xn”, , h E (fi, . . . . fr), et il s’agit de montrer que 
h E u-i, . . . . f,). Par rhurrence immtdiate sur l’entier N, on se ram&e au cas 
oti N= 1, oti l’on a une Cgalitt 
~n+l~=g,fl+g2f*+ ..* +srL dans C=A[X,, . . . . X,,,,]. (4.7.4) 
RCduisant modulo X, + , , on en dkduit une tgalitk 
g,31+ ST232 + . . . + 2,3i = 0 dans A [A’, , . . . . A’,,]. 
Quitte A remplacer k par une extension polynhmiale k’, on peut appli- 
quer II, (r <n + 1 jr <n) h (J;, . . ..fr). On obtient ainsi une matrice 
alter&e [LO] (i, j+z [r]) A coefficients dans AIXl, . . . . A’,,] c C telle que 
(4.7.5) 
Er = L,3* + . . . + LA. 
Dktinissons alors des polyncimes g; , g;, . . . . g: par les tgalitks 
g,! = c L,h.. 
J=1 
La matrice [Lg] &ant alternke, il est immkdiat que 
(4.7.6) 
et, d’aprb (4.7.5), qu’il existe des polyrhmes hi (in [r]) tels que 
gi=gl+Xn+*hi (iE Crl). (4.7.7) 
Portant ces expressions dans (4.7.4), il rCsulte aussit8t de (4.7.6) que 
x,+,h=X,+,(h,f,+h,f,+ ..’ +h,f,) dans C. 
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Comme X,, , nest pas diviseur de 0 dans C, on en deduit que 
h = h,fi + W-z + ... + h,f,E (fi, fi, . . . . fr), 
ce qui acheve la demonstration. 
4.8. Sur la liberte locale de certains modules 
On se propose maintenant de demontrer le lemme (3.2) et par suite la 
proposition (2.6). Dans la suite, l’anneau de base k est suppost tel que, pour 
tout entier n et toute suite (fi, . . . . f,) de polynomes gentriques sur k 
(paragraphe 1 ), Z’idtal 91,(fI, . . . . f,) soit principal. Nous savons deja que 
cela est vrai lorsque k = E ou h/p?? (3.1), ce qui suffit pour prouver (3.2). 
Une fois cela fait, on saura (2.3(i)) que cela est vrai pour tout k. 
LEMME 4.8.1. (r = n). Notant R un ghhateur de I’id~al2l,(f,, f2, . . . . f,,), 
le A.-module 
E = B, = A,CX,, . . . . ~,,Il(fi > . . . . fn) 
est localement libre de type fini et de rang constant d, d, . . . d,,. 
Preuve. Comme R annule BJHLB, on a que 
BR = f% (B,A 
&Oil H&(B,)=O (i> 1) 
(4.8.2) 
Comme Vi, f2, . . . . f,) est une suite reguliere de C, le complexe de Koszul 
grad& L’ associb 
. ..O+C(-d. . . . -Q-t . . . 
II 
L-” 
-C(-d,)@C(-d,)@ . . . @2(-d,)- C -+o . . . 
II II 
L-l LO 
est acyclique sauf en degre 0 et donne lieu A deux suites spectrales 
‘ET4 = H&(LP) * Ep+q 
“E;“= HP,(Hq(L’))* EP+q 
ayant mCme aboutissement. Comme 
H;d( C) = 0 si q #n, 
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on en deduit que le complexe 
H&(L’): --+ 0 + ..* +H”,(L-“)+H”,(L-“+‘)+ *., 
+H;tR(C)+O+ ... 
est tel que 
W(H&(L’)) = H’,+“(B) (je 0. (4.8.3) 
Par localisation et compte tenu de (4.8.2), on en deduit une suite exacte 
de CR-modules 
o+B,+H;(C,)(-d,- ... -d,)+ ... 
+H&(Lg’*)+ ... -H&(CR)+O. (4.8.4) 
Mais, comme C-module grad@ il est immediat sur la definition que 
&JzR(C) = 
1 
x x ccx;‘, . ..) X,‘]. 
1 
. . . 
n 
Par suite, pour tout j, le A-module 
est libre de type fini. La suite exacte 
dtduite de (4.8.4) est done scindee, ce qui montre qu’il existe deux 
A.-modules libres de type fini M et N tels que 
B,@M= N, 
et par suite que B, est projectif de type fini et de rang constant. Comme 
on l’a signale, ce rang se calcule par sptcialisation fi H X$ : on trouve bien 
d,d, s-v d,,. 
11 est bon de remarquer que, vu le caractere degtnere des suites spec- 
trales utilides, on peut demontrer (4.8.3) en n’utilisant que la suite exacte 
de cohomologie associee a une suite exacte de complexes. Pour cela, 
notons, pour tout A-module Q, 
O-4f”(Q)+%?‘(Q)- ... -G%‘“(Q)-0, 
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son complexe de &ch associi: A la suite (X,, . . . . X,), 
@WI= n Qx,,,,...,,, 
{i~,iz,....ir} c Cnl 
et considkrons le double complexe 
0 
I 
0 
I 
0 0 
I I 
(id L-” - L-n+’ d . __) L-1 - LO ---to 
I I I I 
o- v’(L-“)- $pp,--nfl)- . . . - u’(L-‘)+ @(LO) - 0 
I I I I 
o- %T(L-q- $qL-“+I)- . . __) v(L-‘) . - Wfl( LO) - 0 
I 
0 
I I 
0 0 
Ses lignes sont exactes sauf en degrt: 0, oti la cohomologie est Vi(B) pour 
la jeme ligne, et ses colonnes sont exactes sauf en degrk n oti la cohomologie 
de la jbme colonne est Hh(Lj). On conclut alors facilement en dkcoupant, 
par exemple, la suite exacte de complexes 
0 -t L’ 3 P(L’) + . . * + %“(L’) + H&JL’) + 0 
en suites exactes courtes et en appliquant la suite exacte de cohomologie 
associke A ces suites exactes courtes. 
LEMME 4.8.5. (r =n- 1). Notant p un gthtrateur de l’idhl 
W.A, . . . . ffi - 1 ), le A,CX,l-module 
I = APL-Xl, .**9 X”Wi, ee.3 f,- 1) 
est localement libre de rang constanr d, d, . . . d,, ~ I. 
Preuve. D’apks (4.8.1), oti l’on remplace k par une extension polyn8- 
miale ce qui ne change pas p par platitude, le A,-module N-grad& (par 
les Xi) 
E=~lXJ=A,CX,, ..a, x,-,llcf,f,, . . ..fn-1. 
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est localement libre. Ses composantes homogenes E, sont done des 
A,-modules projectifs et on peut choisir pour tout v une section de la 
projection canonique 8” + E,. On definit ainsi par somme directe un 
morphisme de A,-modules N-grad& s: E --+ Q tel que 
canos=id,: EL &a E. 
Comme 6 est un A,[X,]-module, cette section se prolonge naturelle- 
ment en un morphisme de A,[X,]-modules 
CT: A&Y,] OAp E= E[X,] -+ d 
tel que 
0 = id: E = E[X,]/X,E[X,] + &/A',,& = E. (4.8.6) 
De plus, munissant E[X,] de la N-graduation “produit tensoriel” 
l’application 0 est N-graduee et compatible avec la graduation de A,[X,]. 
Les A,[X,,]-modules N=Ker(a) et D=Coker(a) sont R-grad&s 20. 
De (4.8.6) resulte que D = X,0, done que D = 0 par “Nakayama grad&“: 
I’application 0 est surjective. Par ailleurs, comme (X,, fi, fi, . . . . fn ~ 1) est 
une suite reguliere de C, l’tltment X, ne divise pas zero dans b. On a done 
un diagramme commutatif exact de A,[X,,]-modules 
0 0 
I I 
L X" -L 
I I 
1 1 
0 - ECJ’nl -% E[X,] - E- 0 
I 
(r 
I 
0 
II O- 8 - X" 8 -E----+0 can 
I I 
0 0 
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d’oh resulte, par application du lemme du serpent, que L= X,,L, done 
L = 0 par Nakayama grad&. L’application IT est done un isomorphisme de 
A p [ X,,]-modules, d’ou le lemme. 
4.8.7. On peut aussi dbduire, par passage au quotient, le lemme (4.8.5) 
de la proposition suivante que nous pouvons maintenant enoncer saris 
restriction sur k, puisque le contenu du paragraphe 2 a Cte demontrt. 
PROPOSITION 4.8.8. Soient k un anneau commutatif et U,,, (Jo [n - 11, 
ICC\ = d,) des indetermintes. On pose A = k[ U,,,], 
p=Res(fl,...,fn-,)EA 
E=A,W,, . . . . xn-,l/C.f~, . . ..fn.,,,. 
Alors, munissant A,[X,, . . . . X,] de la structure de A,[T,, . . . . T,,]-algebre 
definie par 
A,[:Tl, . . . . Tnl --, A,CL . . . . X,1, 
i#n 
n i= n, 
fe A,[T,, . . . . T,,]-module A,[X,, . . . . X,] est isomorphe a 
E 0 A,CT,, . . . . T,l =ECT,, . . . . Tnl, 
4 
done stablement libre de rang d, d, . . . d,, ~ I. 
On peut prouver directement (4.8.8) en paraphrasant la preuve de 
(4.8.10) ci-dessous: utiliser le fait que (fi, f2, . . . . fn- r, X,) est une suite 
reguliere de A[X,, X2, . . . . X,,]. Compte tenu du lemme suivant, on peut 
aussi le deduire de (4.8.10) avec 
f,=U,X,+UzX2+ . ..+u.x, 
gentrique homogene de degrt un, en passant au quotient par l’ideal 
(U,, Uz, . . . . Unplr U,- 1) de A,. 
LEMME 4.8.9. Soient k un anneau commutatif, dj (j E [n - 11) des entiers 
> 1 et fj (jE [n - 11) des polynomes E k[X,, . . . . X,] homogenes de degre d,. 
Alors on a 
Res(flf, ..-, fnf, 1 I= Res(f,, . . . .fn- 1, X,,) dans k. 
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Preuve. Par (2.3)(iii), on peut supposer k = Z, puis fi, . . . . f,-, generi- 
ques. Alors le lemme n’est autre que (3.3.6) avec d,, = 1, une fois remarque 
que c = 1. On peut aussi dire que c’est la formule de Poisson avec 
specialisation fn H X, : 
PROPOSITION 4.8.10. Soient k un anneau commutatif, d,, d,, . . . . d,, des 
entiers > 1, U,,, (jtz [n], M E N”, /cl1 = dj) des inditerminees, J;= C, Uj,.Xx, 
A = k[ U,,], et 
R = Res( fi , . . . . fJ E A, 
E= A,JX,, . . . . ~Jl(fI? . ..T fn) (4.8.1). 
Alors, munissant A,[X,, . . . . X,,] de la structure de AR[ T, , . . . . T,,]-algPbre 
d$nie par 
A,CT,, . . . . Tnl -+ A ,[J-, 5 .. . . x,1, 
T;++fi, 
le AR[ T,, . . . . T,,]-module A.[X,, . . . . X,,] est isomorphe ci 
E 0 AAT,, . . . . Tnl =ECT,, . . . . T,J, 
AR 
done stablement libre de rang d, d, ... d, par (4.8.1). 
Preuve. Le A.-module E Ctant grad& et projectif, et la projection 
canonique can: A,[X,, . . . . X,] -+ E homogbne de degre 0, on peut trouver 
une section AJineaire homogtne s de can. Notons 
CY: E[ T,, . . . . Tnl-AAX,, . . . . X,1 
le prolongement AR [ T, , . . . . T,]-lintaire de s. 11 est grad& lorsqu’on munit 
EE T, , . . . . T,] de la structure N-gradute delinie par 
ECT, , . ..> Tnlv= 0 Ej.T”, 
A+ ldll = v 
et induit l’identite de E apres passage au quotient par l’idtal (T,, . . . . T,). 
Posons N= Ker 0, D = Coker (T, qui sont des AR[ T,, . . . . T,,]-modules 
graduts de graduation > 0. L’egalite D = (T,, . . . . T,) D et le lemme de 
Nakayama grad& montrent que D = 0, done que g est surjective. On a vu 
(4.7) que 
ff,(T,, . . . . T,,; C,)=H,(f,,...,f,;C,)=O. (4.8.11) 
Par ailleurs, la suite exacte 
O--P N- E[T,, . . . . T,,] “, AJX,, . . . . X,] - 0 
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induit une suite exacte de cohomologie 
HI(T1, *-*, K$,P+ f&AT,,..., T,;N)- Ho(T,,..., ~n;NT,,..., Tnl) 
I 
id 
ffo( T, 7 . . . . T, ; c/J 
qui montre, par (4.8.11), que 
N/( T1 9 . . . . T,)N=H,(T,,..., T,,;iV)=O, 
d’oh N = 0 par Nakayama grad& Par suite, cr est un isomorphisme. 
5. PREMIERS EXEMPLES ET PROPRIBTBS FORMELLES DU RESULTANT 
5.1. Soient k un anneau commutatif, X,, . . . . X, des indtterminees, et 
g,, g,, . . . . g, E kCX,, . . . . X,] des polyn6mes homogenes ~0. Alors les 
degrts d,, d2, . . . . d,, de g,, g,, . . . . g, sont uniquement determines. Lorsqu’ils 
sont strictement positifs, on peut done (commentaire suivant 2.3) definir le 
resultant 
Resk,, g,, . . . . g,JEk 
saris prtciser les degres. 
5.2. Soient k un anneau commutatif m et it deux entiers B 1, et 
f=a,X”+u,X”-‘Y+ ... +u,Xm-‘Y’+ ... +a,Y”Ek[X, Y] 
g=b,X”+b,X’-‘Y+ ... +b.X”-‘Y’+ .-. +b,Y”ek[X, Y], I 
deux polynames homogenes de degres respectifs m et n. Alors Res(f, g) est 
le determinant de SYLVESTER 
a, a, ... u??l 0 
0 a0 a1 % 0 
0 a, a, ... . . . a” 
6, b, ... b, 
bo h 6, 
. . . . * . . . 0 
. . . . . . . . 
. . . . . . 
. . . . . . . . 
0 b, b, ... b, 
n fois 
m fois 
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Autrement dit, identifiant un vecteur ligne de longueur m + n 
Cl, c2, . . ..cm+n 
au polynome 
c x~+-l+c2x”+~-2y+ . . . +c,xm+-jyj-l+ . . . +C,+nym+n-l 
1 
de HZ Y1,+,-l, on a 
Res(f, g)=det(X”-% Xn-‘Yf, . . . . Y”-‘f, Xm-‘g, Xm-‘Yg, . . . . Y”-‘g), 
oti l’on indique la succession des lignes du haut vers le bas. 
Preuve. Par specialisation, il suflit de le montrer lorsque f et g sont des 
polynomes homogenes gentriques de mCmes degrts sur Z, ce que nous sup- 
poserons desormais. Notons A4 la matrice de Sylvester et d son determi- 
nant. Alors Xm++ ‘d est aussi le determinant de la matrice N deduite de 
M par multiplication de la premiere colonne par X”‘+“- ‘. Dans N 
ajoutons a la premiere colonne les colonnes d’indice j> 2 multipliees par 
Xm+n-iYi- I, ce qui ne modifie pas le determinant. On en deduit que 
Xm+“-‘A = 
et par suite que 
Y”-If 
X”- lg 
colonnes d’indice > 2 de M 
xm-2Yg 
(52.1) 
par developpement du determinant (5.2.1) suivant la premiere colonne, vu 
la caracterisation (4.2.3) des formes d’inertie. Par definition de Res,, on en 
deduit que Res(f, g) divise A dans A. Par ailleurs, il est clair que A est 
homogene de degrt n (resp. m) par rapport a l’ensemble des coefficients de 
f (resp. g), et il en est de mCme pour Res(f, g) par (2.3(ii)). Par suite, il 
existe cEZ tel que 
A = c Res(S, g). 
Pour calculer c, on fait la spkcialisation f w X”, g H Y”, pour laquelle 
Res(X”, Y”) = 1 par definition (2.3.1). Mais alors, la matrice M se 
sptcialise en la matrice identite, d’oh A I+ 1 et c = 1. 
607'90'?-3 
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5.3. Cas des formes IinPaires 
Soient k un anneau commutatif 1,) I,, . . . . I, E k[X,, . . . . X,,] des formes 
IinPaires : 
li= i u,xj. 
j= 1 
Alors on a l’igalite 
Res(l,, 1 2, . . . . l,)=dCt(U,I 1 <i,j<n) 
Preuoe. Soit j E [n]. On a 1’CgalitC 
Ul, 1, Uln 
u,, 12 u,, +WU,,,J = . . . . . . 
61 r, u,” 
dans k. 
(53.1) 
(jzme colonne de [U,] remplacte par ‘[II, I,, . . . . l,]) dans k: on le voit en 
multipliant la jtme colonne de [U,] par Xj, ce qui a pour effet de multi- 
plier le determinant par X,, puis en lui ajoutant, pour tout s #j, le produit 
par X, de la sieme colonne. 
Cela dit, il s&it, pour prouver l’assertion, de la montrer lorsque les ii 
sont gtneriques, autrement dit lorsque k = P [ U, 11 G i, j d n] et les U, sont 
des indtterminees. Dans ce cas, par dbveloppement du determinant suivant 
la .ibme colonne, on deduit de (5.3.1) que 
W u,) E %(ll, 4, . . . . LA 
d’oh, par definition du resultant, que 
d&( U,,J = c Res(l,, l,, . . . . I,), avec c~A=h[U~ll<i, j<n]. 
Mais le determinant est homogene de degre 1 par rapport aux coef- 
ficients de chaque polynbme, et il en est de mCme pour le resultant d’aprbs 
(2.3(ii)). Par suite, c est un entier E Z. Pour le calculer, on specialise liw Xi 
(i E [n]): le determinant de l’identite vaut 1 et Res(X,, X,, . . . . X,) = 1 par 
(2.3.1). Done c = 1, ce qui achbve la demonstration. 
5.4. Cas oti tous les polynbmes, sauf le dernier, 
sont du premier degrP 
5.4.1. Soient k un anneau commutatif, et Ij (1 < j < n - 1) n - 1 formes 
lineaires a coefficients dans k: 
lj=aj,X,+a,,X,+ ... +ajnXn. 
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Etant donnC des indkterminies T, , T,, . . . . T,,, on d&it des tltments 
A,, A,, . . . . A,, de k par 1’CgalitC 
a11 u1* .‘. 4, 
a21 a22 ... a,, 
%-,,I a,-,,, ... a,-,. 
T, T2 ..’ T,, 
=A,T,+A2T2+ ... +A,T,, 
dans k[T,, T,, . . . . T,]. Par construction, I’ClCment Aj s’obtient done en 
multipliant par ( - 1)” +j le mineur extrait de la matrice [u,,~] obtenu par 
suppression de la jtime colonne. 
5.4.2. Soient i, jE [n] deux entiers distincts. On dkfinit un entier 
x(i < j) par la formule 
lorsque i <j 
lorsque i > j’ 
Avec ces notations, on a l’kgalitt 
XiAj-XjAi=(-l)‘+j+X(‘<j’ 
A n 
a,, ... a,i ... alj ... 6, 1, 
n n 
x a,, ... u2i ... ay ... a2, 12 
. 
n n 
an-l.1 ... a,-,.i ... a,-,,j ... an-b I’ n-l 
dans k[Xl, X2, . . . . X,], od le dkterminant du deuxiime membre est obtenu 
en supprimant dans la matrice [a,,] les colonnes d’indice i et j, puis en la 
bordant ti droite par ‘[I,, I,, . . . . I,- 1]. 
Pour le voir, on peut, par exemple, lorsque i < j, calculer de deux 
man&es diffkrentes le dkterminant de la matrice 
M= 
a11 
I a,- a21 0 1.1 a,- aI2 zz0 l.2 .,. .. 
t i 
...  . . X,a,-,,i X,a,, a,, -4 ... . ...  o... an-i,j alJ 2j 1
. . . 
. . . 
al, 
a2n 
a”- 1,” 
0 1 
(les coefficients des n - 1 premihes lignes coincident avec ceux de [a,,], g 
l’exception de ceux de la iitme colonne, qui sont multipI& par Xi; sur la 
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n i&me ligne, seuls les coefficients qui figment en position i et j ne sont pas 
nuls) . Par developpement de det(M) suivant la niAme ligne, et multilinearite 
des determinants, on voit d’abord que 
Ensuite, on modilie M en ajoutant, pour tout s # i, X, fois la sieme 
colonne a la jibme. Developpant le resultat obtenu suivant la derniere ligne, 
on obtient 
dCtM=(-l)“+j 
1, . 
12 
Dans le rtsultat obtenu, on fait passer la jiPme colonne en dernibe posi- 
tion, ce qui conduit a (n - 1) - i changements de signes soit au total 
n+j+[(n-l)-i]zi+j++(i<j) mod 2. 
5.4.3. En particulier, quels que soient i, je [n], on voit que 
XjAj-XjAi~(11,12 ,..., I,,-,) dans k[X,, X,, . . . . X,]. 
11 est interessant de rapprocher cet Cnond de (4.6.1), dont il est dans une 
certaine mesure consequence. On peut, pour le voir, supposer les li generi- 
ques sur Z 
li= Uj,X, + Ui,X*+ .” + Ui”X,p 
ou les U, (in [n - 11, ie [n]) sont des indeterminees. Soient T,, . . . . T, de 
nouvelles indeterminees et 
A= T,XI+ T,Xz+ ... + T,X,,. 
Posant A = Z [ U,, T, , . . . . T,], il resulte de (5.3) que 
u1, u,, ... Uln 
r/,: I,, VI: 1,* ... U”_I,” 
T, T, . . . T,, 
= T, A, + T, A,+ Aa. + T, A,=Res(l,, ,.., l+,, A) 
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dam A. Notant R le determinant de gauche, on a done 
De (4.6.1) resulte done que, pour tout couple i, jE [n], 
Mais, dans ce cas, avec les notations de (1 ), il rtsulte par exemple de [J2 
2.111 que 
HO,(B),=0 pour v>d,+d,+ ... +d,--n=O. 
Par suite, % = (Ii, I,, . . . . I,-, , A), et 
XiAj-XjAi~(lI, 12, . . . . l,pl,n). 
Mais le premier membre ne depend pas des coefficients de 1. Par 
specialisation Ti F-+ 0, on en deduit bien que 
XiAj-XjAi~(1,,Z2 ,..., I,-,) 
dans le cas gtnerique. 
PROPOSITION 5.4.4. Apec les notations de (5.4.1), supposons do& de plus 
un polynBme f E k[X,, . . . . X,] d homogPne de degrt! d 2 1. Alors 
Res(Z,, 12, . . . . In-,,f)=f(A,,Az,...,A,) dans k. 
Preuve. Par specialisation, on se ram&e au cas ou les 1, et f sont 
generiques de degre 1 et d respectivement sur Z. 11 rtsulte de (5.4.3) que 
x:f(A,, A,, . . . . A,)-Aff(x,, . . . . x,,)~(Z1, .. . . b-1). 
Compte tenu de (4.2.3), on en deduit que f(A I, . . . . A,) E ‘%, done qu’il 
existe c E A tel que 
f(A,, A,, . . . . AJ=c Redl,, I,, . . . . Ll,f). 
11 est immediat que le premier membre est homogene de degre un par rap- 
port aux coefficients de f et de degre d par rapport aux coefficients dun Zi 
(linearite des Ai suivant la iikme ligne). Comme il en est de mCme pour le 
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resultant ((2.3)(ii)), on en deduit que CE Z. Pour calculer c, on peut done 
utiliser la sptcialisation li H Xi, ft+ Xi. Alors 
AjH 
i 
0 j#n 
1 j=n 
done f(A,, . . . . An)- 1, tandis que Res(X,, . . . . X,-r, X,“) = 1 par (2.3.1). 
D’oti c= 1. 
5.5. OIi I’on utilise la formule de Poisson 
Indiquons brievement comment on peut aussi prouver les Cnonces (5.3) 
et (5.4.4) en utilisant la formule de Poisson. 
Soient k un anneau commutatif, X,, . . . . X,, U, (in [n- 11, Jo [n]) des 
indeterminees, A = k[ U,], 
li = 1 u,x, (ie [n - 11). 
Aprbs inversion de A,, dans A, il rtsulte des formules de Cramer appli- 
q&es au systeme lineaire 
u,- ,,,x, + ... +Un--,n--xXn-,++Un--I,n=In-, 
que, pour iE [n- 11, 
mod(& , . . . . Tj, - , ) dans A&X,, . . . . X,-r]. 
On en deduit aussitbt un isomorphisme de A,“-algebres 
&CX, 2 . . . . xn - 1 l/G 9 ..., I, - 1) % A,” 
xi+. 
(5.5.1) 
n 
5.5.2. On en dtduit (5.3) par recurrence sur n. Dans ce cas, on a done 
un nihne polynome lineaire generique 
1, = u,,x, + u,,x* + . . . + U”,X”, 
et on pose k=Z[U,,, . . . . U,,]. Par hypothese de recurrence, 
A, = Res(&, . . . . f,- r) = p. 
LE FORMALISME DU RkJLTANT 153 
Avec les notations de (2.7), I’isomorphisme (5.51) s’interprete comme un 
isomorphisme de A,-modules 
E=A,[X,, . . . . L,llL ‘.., I,-*)qJ 
envoyant I, sur 
i u, 2 = “““‘d:” L) 
j= 1 
par developpement du determinant suivant sa dernibre ljgne. Par suite 
La comparaison avec la for-mule de Poisson 
et l’hypothbe de recurrence impliquent bien que 
Res(Z,, i2, . . . . I,) = dtt(f,, Z,, . . . . /,). 
5.5.3. Dans la situation de (5.4.4), soit 
f= 1 U,X" 
ICLJ =d 
et posons k = Z[U,l Ia1 = d]. L’isomorphisme (5.5.1) envoiersur 
A, A, A,-, -- - 
A,,’ A,’ “” A,, 
par homogeneite def: D’oti aussitbt 
Comparant avec la formule de Poisson 
on en deduit (5.4.4), puisque p = A,. 
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5.6. Un lemme de divisibilite 
Soient k un anneau commutatif, X1, ..,, X,, des indeterminees, et (f,, . . . . f,), 
(g 1, . ..> g,) deux suites de polyn6me.s homogenes de k[X,, ..,, X,]. Pour tout 
ie [n], on suppose que gi appartient a I’ideal engendre par j”,, . . . . fn dans 
k[X,, . . . . X,]: 
Alors 
Wfi, fi, . . . . fJ &he Wg,, g2,..., g,) darts k. 
Preuve. Par hypothese, on a des egalites 
gi= i h,fi, 
j= 1 
avec htiEk[XI, . . . . X,] homogbne. Par sptcialisation, on se ramene au cas 
od les coefftcients Uja des fj et ViiB des h, sont des indetermintes deux a 
deux distinctes et 
k=k’[U,,] oh k’=Z[V,]. 
Par sptcialisation a partir du cas gentrique pour (g, , g,, . . . . g,), on sait 
qu’il existe un entier N 2 0 tel que 
Considerant que k’ est l’anneau de base et que k joue le role de A pour 
les polynbmes homogenes gentriques f,, f2, . . . . fn, on en dtduit que 
Wg,, g2, . . . . &I) E %c~(fl~ f2, *..3 fn), 
d’oh le lemme par definition de Res,(f,, . . . . f,) = Res(fr , . . . . f,). 
5.1. Multiplicativite 
Soient k un anneau commutatif et f, (jE [n]) des polynomes dans 
QX,, . . . . X,] homogenes de degre dj 2 1. On suppose qu’il existe un entier 
i E [n] et des polynomes homogenes f i, f ,!’ de degres respectifs dj, d,!’ > 1 tels 
we 
fi=f;f; dans k[X,, X,, . . . . X,]. 
LE FORMALISME DU RkSULTANT 155 
Alors on a I’&galitt 
Wfi, . . . ..Ll..h . . ..fn)=Wfi. ...,Si-l,fi,fi+lT . . ..fn) 
x Res(f, , . . . . f, - 1, fi’, fi+ 1, .-, f,) 
dans k. 
Preuve. Par specialisation, on se ram&e au cas ou les coefficients des 
polynbmes fi, f2, . . . . fj, . . . . f,, fl, f; sont des indeterminees deux a deux 
distinctes, et ou k est l’anneau des polynomes sur B en ces indetermintes. 
On peut dans ce cas donner essentiellement deux demonstrations du 
resultat. 
PremiSre d&monstration. Le lemme (5.6) montre que les polynomes 
Res(f, , . . . . .L1,fi,.fi+,, *.., fn) et Rdf,, . . ..A-l.fi',fr+l, . . ..fn) 
divisent le premier membre. Ce sont des polynomes premiers dans k, et l’un 
d’eux depend effectivement des coefficients de f ( (4.4) tandis que l’autre 
n’en depend pas. 11 existe done c E k tel que 
Res( . . . . fi, . ..) = c Res( . . . . f I, . ..) Res( . . . . f I', . ..). 
Utilisant (2.3)(ii), des considerations d’homogentite des deux membres 
par rapport aux coefficients de f,, . . . . A, . . . . f,, f I, f ,!’ montrent que CE E. 
Pour le calculer, on fait la spkcialisation fit-+ X9 (j# i), f; c* XP;, 
f i’ w X$. On trouve, par (2.3.1), 1 = c x 1 x 1, d’ou c = 1. 
DeuxiGme d&monstration. On commence par le voir lorsque i = n. Dans 
ce cas, la formule de Poisson et la multiplicativite de la norme montrent 
we 
d’od le resultat, puisque d, = d; + di. 
Dans le cas general, on commence par remarquer (en se ramenant au cas 
gtntrique) que permuter l’ordre des elements dune suite de polyn8mes ne 
modilie pas I’idCal qu’ils engendrent, done a pour effet de multiplier le 
resultant par _+ 1 (voir 5.8 ci-dessous). Faisant passer fi en derniere 
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position, et utilisant ce qu’on a deja vu lorsque i= n, on voit done qu’il 
existe des entiers c, c’, C” egaux a + 1 tels que 
Res(fl, . . . . fl .fl', -,fJ 
= c Res( fi, . . . . ?i, .*.2 fn, f (f I’) 
=cRes(f~,...,L, . . ..f.,fI)Res(fi,...,~,...,f,,fl') 
= cc’c” Res(f,, . . . . f I, . . . . f,) Res(fi, . . . . f I’, . . . . f”). 
Comme precedemment, la specialisation fi w X7 (j # i), f i I+ Xf;, 
f I’ H X9’ montre que cc’c” = + 1, d’ou I’assertion. 
5.8. Effet d’une permutation des polyn6mes 
Soient k un anneau commutatiS, et fi (jE [n]) des polynBmes dans 
kCXl, . ..> X,,] qui sont homogPnes de degrP dj 2 1. Alors, pour toute permuta- 
tion (r de [n], on a 1’PgalitC 
Res(f,,,,, fo(21, . . . . f+,) = 40)~’ d2 ‘.’ dn Res(fi, f2, . . . . f,) 
dans k, oti E(O) dbigne la signature de a. 
Preuve. Par spbcialisation, on se ram&e au cas od lesfi sont gentriques 
sur Z, 
jj= 1 U,,X*EA[X ,,..., X,,]=C, 
lal =d, 
A = Z[Uj,aljE [n], 1~~1 =dj]. Dans ce cas, les ideaux (focII, . . . . f+,) et 
( fi , . . . . f,) de C &ant egaux, et C integre, il resulte du lemme de divisibilite 
(5.6) qu’il existe un Clement inversible c(b) de C tel que 
Res(f,(,,, . . . . f+,) = ~(4 Res(f, Y . . . . f,). (58.1) 
Necessairement c(a) = + 1, et la formule (5.8.1) montre que l’application 
B,-+ {+1, -11 
UHC(c-7) 
est un morphisme de groupes, done une puissance de la signature. Pour 
l’identifier, on peut proceder de deux manibres. 
(a) Par sp&ialisation: fiw XF, l’egalite (5.8.1) devient 
Res(X$], X2!], . . . . X$1) = c(a) Res( XF, . . . . X$) = c(a), 
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par (2.3.1). Utilisant la multiplicativitt (5.7) et le cas des formes lineaires 
(5.3), le premier membre s’ecrit aussi 
d’apres I’une des expressions classiques de la signature. 
(b) Par rbcurrence ci partir de la formule de Poisson. Lorsque n = 2, 
la formule est immediate sur l’expression du resultant comme determinant 
de Sylvester (5.2). Lorsque n > 3, il sufht de verifier l’assertion pour la 
transposition (1,2), ce qui permet de se ramener au cas ou a(n) = n. Alors, 
par recurrence, 
Res(fof,(,), . . . . focn- 1)) = ~(0)~’ d2 .‘. dn-l Res(fr , . . . . fa- ,) 
=&(a) d, d,-, P (5.8.2) 
et la multiplication par?” sur le A,-module localement libre 
E=A,[X,, . . . . x~-Jh ,..., A-1, = A,[&) . ..) x~-Jh,, ,,..., &“-I,) 
a pour determinant (2.7) 
L’assertion s’en deduit par recurrence, en utilisant (5.8.2). 
5.9. Transformations t&mentaires 
Le r&dtant n’est pas mod@ lorsqu’on ajoute ci I’un des polyn6mes un 
&ment de I’idkal engendrP par les autres. 
Autrement dit, soient k un anneau commutatif fl, . . . . f, E k[X,, . . . . X,] 
des polynomes homogenes de degres dl, d2, . . . . d,. Fixant un ie [n], 
supposons don& pour tout j# i et tel que di > d, un polynome 
h, E k[X, , . . . . X,] homogene de degre di - d,. Alors on a l’egalitt 
Res (h, . . ..fj+ jTi h,fi, . . ..h) =Res(f,, . . ..f.) dans k 
d, < 4 
Preuve. Par sptcialisation, on se ramene au cas ou f,, . . . . f, et les h, 
sont gtneriques a coefficients des indetermintes deux a deux distinctes et 
k’= Z[coeff. des fi et h,]. 
158 J. P. JOUANOLOU 
Dans ce cas, l’kgalitk entre idkaux 
( 
f,,...,h+ 1 kjf,,...,fn 
j#i > 
=(f,,...,f,)ckCX,,...,X,l 
d, < d! 
dans l’anneau intkgre k[X,, . . . . X,,] et le lemme de divisibilitk (5.6) impli- 
quent l’existence d’un ClCment inversible c de k, done de Z, tel que 
Res 
( 
fi, . . . . fi+ 1 &f;,...,f, 
1 
=~Res(f~,...,f,J. 
j#i 
d, 4 d, 
La spkcialisation licite h, H 0 montre que c = 1. 
On aurait pu aussi, grdce A (5.8), se ramener au cas od i= n et utiliser 
la formule de Poisson qui rend le rksultat immkdiat vu que 
5.10. Formule de Laplace 
Soient k un anneau commutatif, et f,, f2, . . . . fne k[X,, . . . . X,] des 
polynBmes homog&zes de degrt;s dI , dz, ,,,, d,,. On suppose qu’il existe un 
entier r E { 1, 2, . . . . n - 2) tel que 
) E 6X,, xz, . . . . x,1, 
Alors, posant pour tout i E [r] 
i.=h(X,, x,, . ..) x,, 0, . ..) 0 
on a I’PgalitP 
Res(fi, f2, . . . . f,)=Res(3~,~*,...,~)dr+' 
dans k. 
Bien entendu, les rtsultants du deuxikme membre sont d&finis en 
consid&-ant que fI, . . . . fr (resp. fr + 1, . . . . fn) sont des polynhmes en les 
variables X,, . . . . X, (resp. X,, 1, . . . . X,,). Dans les cas extremes r = 1 ou 
r = n - 2, ils sont d&finis comme Ctant l’unique coefficient restant. 
Preuue. Par sptcialisation, on peut supposer fi, . . . . f, ghkiques sur Z 
en X1, . . . . X, et fr+l, . . . . f, gkntriques sur Z en X,, , , . . . . X,,, les indtter- 
mikes &ant deux g deux distinctes, et 
k = H [coeff. des fi], 
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qui est done un anneau integre (et m&me factoriel). Par definition du resul- 
tant, il existe un entier N > 1 tel que 
Posant Q = Res(fi + 1, . . . . f,), il rtsulte done du lemme de divisibilite (5.6) 
que Res(fi, . . . . f,) divise 
Res(fi, . . . . f,, Xr”, 1 Q, Xf: 2 Q, .-, X,“Q) dans k. (510.1) 
Utilisant la multiplicativite (5.7) et l’homogeneite du resultant par 
rapport aux coefficients des polynomes, on voit que (510.1) est de la forme 
P”Q’ avec s, t E /I et 
par specialisation rep&e de (4.8.9). Les polynomes P et Q sont premiers 
dans k, distincts (ils ne dependent pas des mCmes coefficients); l’anneau k 
Ctant factoriel d’elements inversibles { - 1, + 1 }, il existe done des entiers Z, 
m uniques tels que 
Res(fi, . . . . f,) = cP’Q” avec c=+l. 
Comparant les degres, d2 . . . d, et fd2 . . . d,, des deux membres par rap- 
port aux coefficients de fi, on voit que I = d, + L . . . d,,; de mCme, utilisant 
f,, on trouve que m = d, d, . . . d,. Enfin la spbcialisation licite h H Xf et 
(2.3.1) permettent de montrer que c= 1. 
5.11. Covariance 
5.11.1. Soient n 2 1 un entier et (d,, . . . . d,) une suite d’entiers 2 0. Pour 
toutd~N,posonsI,={i~[nJId,=d} etnotons 
L= {d~NlI,#@) 
de sorte que 
Cfll = L.I Id. 
dEL 
Etant don& un anneau commutatif k, une matrice q E Mat,(k) 
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est dite adapt&e A la suite (d,, ..,, d,) si et seulement si 
uii # 0 * di = d,. 
11 revient au m&me de dire que cp se dkcompose en blocs diagonaux de 
support les I, (de L): * 0 0 (Pd cp= [ .I o*.. 
Par suite, posant (Pi= cpJZ, x Z,, on a en particulier 
dCt(cp)= n d&(qd) dans k. 
dcL 
PROPOSITION 511.2. Soient k un anneau commutatif, d,, d2, . . . . d,, des 
entiers 2 1 et (iI, f2, . . . . f,) we suite de polyncimes E k[X,, ..,, X,] 
homogPnes de degres respect@ d,, . . . . d,. Alors, pour tout iE [n], et toute 
matrice <p = [Us] E Mat,,(k) adapt&e ti la suite (d,, .,., d,), le polynBme 
est homogbne de degrP di, et on a E’egalitP 
dcL 
dbt(Bj+) Res(fl,f2, . . ..fn) 
duns k. 
Preuve. Par sphialisation, on se ram&e au cas oli les uij (di = d,) et les 
coefficients ujE des f, sont des indherminkes deux A deux distinctes et 
k = h[u,, ujE]. Si maintenant on inverse le dtterminant A de cp, l’itgalitt 
entre idkaux 
(..., C U& . ..) = (fi, . . . . fi, . . . . .f,J dam kCX,, . . . . ~,A 
i 
et le lemme de divisibilitt: (5.6) montrent qu’il existe un C16ment inversible 
c de l’anneau k, tel que 
Res (..., 1 uof/, . ..) = c Res(fi, . . . . f,,). 
i 
(511.3) 
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Mais les polynomes det(cp,), qui sont des resultants ne dependant pas 
des mCmes variables, sont premiers deux a deux non associes dans l’anneau 
factoriel k, d’elements inversibles { + 1, - l}, done c s’ecrit de man&e 
unique sous la forme 
c = f n dCt(cp,)“d (mdE 0. (511.4) 
dEL 
Introduisant des indtterminees (td)dpL deux a deux distinctes et 
distinctes des preddentes, faisons alors la sptcialisation (PDF-+ t, id 
correspondant a un morphisme d’anneaux 
Les tgalitts (5.11.3) et (5.11.4) fournissent par sptcialisation 
Resttd,fi, fd2f2, . . . . tdnfn)= + fl tTl’dl Res(f,, . . . . fn). (5.11.5) 
deL 
Or, compte tenu des proprietts d’h’omogeneitt du resultant (2.3(ii)): 
= ,fT! ( IY)“~’ Res(fi, . . . . f,). (5.11.6) 
Comme Res(fr , . . . . f,) # 0 la proposition rtsuhe aussitot de la com- 
paraison de (511.5) et (511.6): en particulier, md= d, ... d,,/d. 
5.12. Changement de base 
Soient k un anneau commutatif, d,, d,, . . . . d,, des eptiers 2 1 et f,, . . . . f, 
des polynBmes E k[ X, , . . . . X,,] homogPnes de degrgs respectifs d,, . . . . d,,. 
Supposons don&s de plus un entier d >, 1 et une suite 
g= tg19 IT27 ...7 &I) 
de polynBmes E k[X,, . . . . X,,] homogknes de mcme degrk d. Alors, pour tout 
i E [n], le poiyn6me 
ho g :=f;k,u-,~ . ..z XA g,(X,, ---> X,), .--, g,tx, 3 . . . . X,)1 
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est homogtne de degrP did et on a I’PgalitP 
Res(fi 0 g, f2 0 g, . . . . f, 0 g) = Res( g,, g,, . . . . g,Jdld2 ..’ dn Res( f, , . . . . f,Jdnm' 
dans k. 
Preuve. Par specialisation, on peut supposer que les coefficients Uj, des 
fi et ceux V, des gj sont des indtterminees deux a deux distinctes et que 
k=Z[Uj,a, Vj/iBIj, a, PI. 
Comme Res( fi , . . . . f,,) est par definition une forme d’inertie pour l’ideal 
(fi , . . . . f,), il existe un entier N > 1 tel que 
X” Res( fi , . . . . fn)E (fly -9fn) dans Z[U,,j [cl/ =dj] 
pour tout iE [n]. Par specialisation 
on en deduit que, pour tout iE [n], 
gf" Redfi, . . . . fn)E (fi o g, -,fn" g) dans k[Xl, . . . . X,,]. 
Posant, pour simplifier, Res(f) = Res(f,, . . . . f,), il resulte de ce qui 
precede et du lemme de divisibilite (5.6) que 
Res( fi 0 g, f2 0 g, . . . . f,, 0 g) divise 
Restgf'Res(f), g; Wf),..., gf R-(f)) (5.12.1) 
dans k. Mais, utilisant la multiplicativite (5.7) et l’homogeneitt (2.3(ii)) du 
resultant, on voit que la partie de droite de (512.1) est de la forme 
Wfi, . . . . f,)" Res(g,, . . . . gH)"", avec L,M entiers >/ 0. 
Mais l’anneau k est integre, et les polynbmes Res(fi, . . . . f,), 
Resk,, . . . . g,) premiers non associes (ils ne dependent pas des mCmes 
variables); comme les seuls elements inversibles de k sont + 1 et - 1, on en 
dtduit que 
Res(f,ag,f,og,...,f,og)=&Res(g,,..., g,)"Res(f,,...,f,)~ (5.12.2) 
avec I, ALE k! et E = + 1. Introduisons de nouvelles indttermintes 
u1, uz, .,., U,, VI, . . . . V, et faisons la specialisation 
f;H ujxjd,, gjb+ v,x,“. 
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L’CgalitC (512.2) devient dans ce cas 
Res( Ur VF X;ldl , . . . . U, VdnXzdn) 
= E Res( V, A’:, ,.., V,X$p Res( U, xp, . . . . u,x$)” 
soit, compte tenu des prop&es d’homogtneite (2.3(ii)) et de (2.3.1), 
D’ou aussitbt E = 1, A = d”- ‘, p = d, d2 . . . d, comme annonce. 
5.13. Invariance et poids 
Soient k un anneau commutatif; d,, d2, . . . . d,, des entiers > 1 et f,, . . . . f, E 
h-x,, . . . . X,,] des polyndmes homogPnes de degrPs respectgs d, , d2, . . . . d,,. 
Pour toute matrice cp = [U,] E Mat,(k), et tout f l k[X,, . . . . X,,], posons 
focP=f 
( 
u,,x,+ u,zx,+ .'. +UlnXnr...,C uiixj,...,c tJ,xj . 
i i > 
Avec ces notations, on a I’t?galitd 
Res(fiocp, f20(p, . . . . fnn(p)=det((p)d1d2 ‘..d. Res(fi, f2, . . . . fn) (5.13.1) 
dans k. 
Preuve. Posant gi = cj U,X,, on a vu (5.3) que 
Wg,, g,, -., 8,) = Wcp). 
Par suite, l’enonct n’est autre que (5.12) dans le cas particulier ou d= 1. 
On exprime la formule (5.13.1) en disant que le resultant de 
(f,, f2, . . . . f,,) est un invariant de poids d, d, ... d,. 
5.13.2. Fixons un entier m E [n]. Les polynBmes f;. = C,,, =d, U,xol dtant 
supposPes g&Griques de degrP di sur k en Ies variables X, , . . . . X,, , pondProns 
f’anneau A = k[ Ui. r 1 [cl/ = d,] en posant 
Alors Res(fi,fi,...,fJ est isobare de poids d, d2 . . . d,, dans A. 
607!90!?-4 
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Preuve. Notons (3 le poids precedemment decrit. Introduisant une 
indeterminee t, la substitution Ui,, H fti(Uz,S)Ui,a transforme fj en 
fj =f,odiag(l, . . . . 1, t, 1, . . . . 1) :=fiocpO 
I 
m 
et il resulte de (5.13.1) que, comme dCt(cp,) = t, 
JWft; , fb,, . . . . fL)t”’ ‘..dn Res(fi, . . . . f”), 
D’oti l’assertion. 
5.13.3. Soient n un entier >2, et fi,fi, . . . . f,-i E k[Xr, . . . . X,] des 
polynomes homogenes de degres respectifs d, , d2, . . . . d,, _ I . Introduisant des 
indetermintes U, , U,, . . . . U,, le calcul du resultant 
@,(f, 3 . ..> fn-1)=Res(fi,f2,...,fn~1, U,X1+ U2X2+ ... + U,X,) 
se ramene immediatement a celui dun resultant de 12 - 1 polynomes en 
n - 1 variables comme suit. 
Soit cP=(Uij)l<i,j<n une matrice ri coefficients des indbterminkes, telle que 
Unj= Uj (jE Cnl), 
et 4=(V~)l<i,j<n sa matrice adjointe. Posant 
[ 
VI1 VI2 ... Vln--l 0 
y’= : i 
v,, : :I v,, . . . v,,- 1 b 
on a l’t!galith 
dCt(qo)‘“~2’d’d2 .” dnm’ O.(fi, f2, . . . . f,-,) 
= Res(fi 0 !Y, . . . . f,-, 0 Y) 
dans k[U,J 1 <i, j<n]. 
Preuve. Posant I= U, X, + . . . + U,X,, on a l’igalite 
IO @5 = dtt(cp) X,,. 
(513.4) 
De la propritte d’invariance (5.13.1), on diduit done que 
Res(fi 0 4, . . . . f,- 1 0 ij5, d&(p) X,) = det(@)dl “’ dnmW, 
= det(cp) (n-l)d, d.m, @ U. 
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Des proprietes d’homogeneitt: du resultant par rapport aux coefficients et 
du lemme (4.8.9), on deduit que 
Res(h 0 4% . . . . f, - l 0 4, Wcp) X,) 
= det((p)dl “’ ‘+I Res(fr 0 4, . . . . fn- r 04, X,) 
= dCt(cp) dl.‘.dnmlRes(f,oY ,..., fn-roY), 
puisque 
Par comparaison, on voit que 
Comme det(cp) ne divise pas zero dans k[ U,], on en deduit (513.4) par 
simplification. 
Par specialisation cp w ‘pO avec 
de sorte que 
on en dtduit, par exemple, l’egalite 
U(n-2’d1 “’ dn-1 Res(f,, . . . . fn-,, U,X, + n 
avec 
0 
0 
1 
ull 1 
I. + U,,X,)=Res(h, ,..., A,-,) 
h,(X,, . . . . X,-,1 =f, UJ,, u,X,, . . . . u,X,- ,, _ y uix’> (5.13.5) 
i=l 
pour tout Jo [n - 11. 
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Enfm signalons pour memoire que, aprb inversion de det(cp), la matrice 
cp devient inversible et que l’tgalite (513.4) devient alors 
O,=dtt(cp)dl...dn~‘Res(f~,...,f,_,~cp-l) (513.6) 
dans l’anneau k[U,, (det cp))‘] (appliquer (513.1) a 0, et ‘p-l au lieu 
de cp). 
6. QUELQUES COMPLIMENTS ET APPLICATIONS 
6.1. Poids rtduits 
Soient k un anneau commutatif, h un entier > 1, et d,, d2, . . . . d,, des 
entiers >/ 1. Etant donnt des indetermintes U, (je [n], ltll = dj), on note 
A l’anneau de polynomes k[ U,,; lclj = dj] et on pose 
fi= 1 Uj,X”EAIXl, . ..) X,]. 
xerw” 
lal =d, 
Pour tout jo [n], supposons don& un entier pjrz (0, 1, . . 
hi= 1 u,,xy . . . x~~‘,x~-“‘,-i+‘,’ 
%I 2 d, - P, 
k,= 1 u,,x’, 
de sorte que 
& = X$ - ‘I/h, + kj dans A[X,, X,, . . . . X,]. 
dj} et posons .> 
(6.1.1) 
(6.1.2) 
Avec ces notations, munissons les indeterminies Vi, du poids 0 rCd dttini 
par la formule 
~‘td(Uj,~)=max((cr,-(dj-~j)),O}, (6.1.3) 
ce qui permet de munir l’anneau A dune structure de k-algt?bre pond&r&e, 
dite rPduite par comparaison avec la structure d&rite en (5.13.2), avec 
m = n. 
Pour cette structure, les coefficients des kj ont un poids nul, tandis que 
ceux des hi, consider& comme polynomes genkiques de degre pj en 
X I, . . . . X, ont le poids “non rtduit” (5.13.2) 
poids(coeff de Xp dans hi) = jl,. 
En particulier, lorsque les pj sont 2 1, l’element Res(h,, h,, . . . . h,) de A 
est isobare de poids pI pz . . . pL, pour le poids Grkd. 
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PROPOSITION 6.1.4. Darts l’anneau A, les monomes en les indeterminees 
U, qui ont un coefficient non nul dans la decomposition canonique du 
PobnBme Res(fi, f2, . . . . f,) ont un poids reduit suptrieur ou &gal a 
PIP2 ... CL”. 
Preuve. C’est clair lorsque l’un des ,uj est nul. Supposons done qu’ils 
sont 2 1. Soit alors HZ 0 la partie isobare de poids rCduit minimum de 
Wfil . . . . f,). Les polyn8mes h,, h,, . . . . h, ttant gCnCriques de degrts 
pL1, p2, . . . . p,, sur l’anneau I=k[coeff. des k,], il rksulte du lemme (6.1.5) 
ci-dessous que Res(h, , h,, . . . . A,,) divise H dans A et par suite que 
c5’“d(H)>c5’td(R~~(hl,h2,...,h,))=u,u2 ... u,,, 
d’oti I’assertion. 
LEMME 6.1.5. Sans hypothese sur les ,uj, la partie isobare de poids reduit 
minimum H de Res(f,, f2, . . . . f,) est une forme d’inertie pour I’ideal 
(h,, 4, . . . . h,) de A[X,, . . . . k,]. 
Posons Res(fi, f2, . . . . f,) = H + K dans A. Le rtsultant ttant une forme 
d’inertie par rapport A l’idkal ( fi , f2, . . . . f,), il existe un entier m 3 0 tel que 
X~(H+K)E(X~-“‘h,+k,,...,X~-~“h,+k,) 
c A[X,, . . . . X,]. 
(6.1.6) 
Introduisons maintenant une indkterminte T sur A[X,, . . . . A’,] et faisons 
la substitution k-linkaire 
0: A[X,, . . . . X,1 + ACX,, . . . . X,, ~1 
,y HZmax(O.a,-(d,-~,))~j~ 
JU 
xi H zxi (i#n) 
X,HX,. 
Pour tout monbme M de poids rkduit 0 en les U,,,, on a 
O(M) = PM. 
Soit CLE N” tel que Jtll =dj. On a 
max(O,a,-(dj-CLi))+tll+ ... +a,-, 
a,+a,+ ... +a,-l=dj-a, si = a,, < dj - uj 
a1 + ..- +a”-(dj-uj)=uj si a,>dj-uj, 
(6.1.7) 
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d’oti l’on dtduit que 
O( g,) = T~~hj 
O(k,)= c T+-qJj.J = TFJ”+ ‘/qj, avec Lj~A[7]. 
(6.1.8) 
an -c d, ~ P, 
Comme K est combinaison linkaire g coefficients dans k de mokmes de 
poids rCduit strictement supkrieur au poids rkduit, not& v, de H, on peut 
krire 
O(K) = T”+ ‘R 
avec I?E A [T]. Appliquant la spkcialisation 0 h (6.1.6), on obtient 
X;(T”H + T ” + ‘z?) E (Xf”JT@~hj + TPj”+ ‘/sj)jE Cn,, 
&Oil 
T”X;(H + ~8) E (X:-plhj+ Tkj) c AIXI, . . . . X,,, T]. 
Posant, pour tout Jo [n], 
Gj= X?-pJhj+Tkj, 
(6.1.9) 
nous allons montrer que l’kkment T ne divise pas zkro dans le localisk 
R= CACX,, ... . Xn, zl/(G,, Gz, . . . . GJI,. 
Cela permettra de dttduire de (6.1.9) que 
H+T~ ----co 
1 
dans R, 
d’oti l’existence d’un entier m’ 3 0 tel que 
X;‘(H+T~)E(X~-~~~~+T&~)~~~~,. 
Compte tenu de (4.2.3), on pourra conclure g partir de l$ par spkialisa- 
tion T H 0: 
X;‘He(X?--‘h ,,..., X$-pnh,)c(hl, . . . . h,)cA[X, ,..., X,]. 
Montrons done que T ne divise pas z&o dans R. Pour cela, observons 
que le coefficient de X2 dans Gj, consid&& comme polynijme en X1, .,,, X, 
h coeffkients dans ACT], coincide avec celui, nott Ed, de Xi dansfj. Posant 
A”‘=k[UjmIj~ [n], 1~11 =dj, uz (0, s..) 0, dj)], 
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on en deduit, comme dans la preuve de (4.2), un isomorphisme de 
kC*1, . . . . X,,, r]-algebres 
R r A”‘[X,) . . . . x,, T]&, 
qui implique aussitot le rtsultat. 
COROLLAIRE 6.1.10. Soient k un anneau commutatif, n un entier > 1, et 
‘B, $7 . . . . fn E kCXl, . ..> X,,] des polyn6mes homogPnes de degrPs respectifs 
13 2, . . . . d, > 1. On suppose qu’il existe des entiers pj (jE [n]) et un .Gment 
t non diviseur de zPro duns k tels que 
(a) O<pj<di 
(b) tfi divise fi :=fi(tX,, tX2, . . . . tX,-,, X,) duns k[X,, . . . . X,] pour 
tout jE [n]. 
Alors tP1”Z ‘.’ Pn divise Res(f,, fi, . . . . f,) duns k. 
Remarque 6.1.11. Lorsque d,=d,=l, fi=u,X,+v,X2, fi=u2X,+ 
v,X,, l’hypothbe (b) implique seulement que 
tmax(O~p~+pz~lJ divise Res(fr, fi)= u~v2-uzul. 
On ne peut done omettre la condition (a) dans (6.1.10). 
Preuve de 6.1.10. Notons F, , F,, . . . . F,, les polynbmes homogenes 
gentriques en X, , . . . . X,, sur Z de degres d,, dz, . . . . d,,: 
c.= c U,,X%. 
IzI =d, 
On sait (6.1.4) que l’on peut ecrire 
Res(F,, F,, . . . . F,,) = 1 n,,.,M, 
A4 
(6.1.12) 
oti ;I,,,, E Z et A4 parcourt l’ensemble des monbmes en les Uj,, qui sont de 
poids reduit (defini par fir, pLz, . . . . p,J suptrieur ou egal a pLIp2 . . . pn. 
Notant (uj,) les coefficients deh, on en deduit par specialisation que 
Wf,, fi, ...) f,) = C l,M((ujm)). 
M 
L’hypothese (b) se traduit en disant que, pour tout (j, u), 
t”l divise t a,+ ... ~~~~~~~~ = f-=nU, /a dans k. (6.1.13) 
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Si (j, CI) est tel que Ored( Uja) := (dj - a,) - pj > 0 et t ne divise pas zero 
dans k, il resulte de (6.1.13) que 
t ti’ed(qa)( Ujg) divise u,~~ dans k. 
Ceci implique que, pour tout A4 comme en (6.1.12), tGredcM) divise 
M((u,,)); on conclut en observant que, par hypothbe, tired(M) > 
PlP2 -.* PII. 
6.2. Lemme de divisibilitt g&r-al 
L’CnoncC suivant generalise le lemme de divisibilite (5.6). 
PROPOSITION 6.2.1. Soient k un anneau commutatif, n un entier B 1, et 
fi,fi,...,fm g,,g,,...,g,EkCXI,..., X,,] des polyn6mes homogenes de 
degrPs > 1. Pour tout je [n], on suppose donnt un entier pj > 0 tel que 
fiE kl? ii?29 . ..T g,P dans k[X,, Xz, . . . . X,]. 
Alors 
Res(g,, g2, . . . . g,)“‘“’ .” p’n divise Res(fr, f2, . . . . f,) dans k. 
Outre les rtsultats des paragraphes anttrieurs, la preuve utilise les 
considerations elementaires suivantes concernant la divisibilite des 
polynomes. 
6.2.2. Soient R un anneau commutatif et X une indeterminee. Introdui- 
sant une nouvelle indeterminte T, on delinit pour tout polynome u E R[X] 
et tout entier i B 0 des polynomes 
Ai ERCXI 
par la formule 
u(X+ T)= 1 A,(u) T’ 
i>O 
dans l’anneau des polynomes R[X, T]. En particulier d,(u) = U, 
A,(U) = du/dX et, plus gentralement 
d’u 
-= i! Ai 
dX’ 
pour tout ic N, comme on le voit aussitot par lintaritt, a partir du cas 
u = X’ (Ze N). Si u, v E R[X], l’egalite 
(uu)(X+ T) = u(X+ T) u(X+ T) 
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montre aussitot que pour tout iE N, 
A;(uv) = 1 A,(u) A,(v). 
l+m=i 
Plus generalement, ttant donnes r polynbmes u,, u2, . . . . U,E R[X], on a 
de meme, pour tout entier m 2 0, 
A,(u,u, ‘.. u,)= c di,(ul) di*(u2) . . . A;,(q). (6.2.3) 
11 + i2 + + lr = m 
LEMME 6.2.4. Soient f, ge R[X] deux polynhes et m un entier B 0. 
Considkrons les assertions suivantes 
6) f(X+ TIE (g(X), T”) dan.s NJ-‘, Tl, 
(ii) Pour tout i<m, g diuise Ai dans R[X], 
(iii) g” divisefdans R[XJ. 
On a les implications (iii) =E. (i) o (ii). De plus, lorsque g’(X) ne divise pas 
zero dans R[X]/( g), les assertions (i), (ii), (iii) sont kquivalentes. 
Preuve. (i)o (ii) est evident sur les definitions. Montrons (iii)= (ii). 
Soit u E R[X] tel que f = g”u. Pour tout iE N, on a, d’aprts (6.2.3), 
di(f)= C Ail(g) Ai* “* Aim(g) ‘jt”). 
il,...,i,.j>O 
;I+ +;,+j=i 
Lorsque i < m, toute egalite i, + i, + . . . + i, + j= i comme ci-dessus 
implique que l’un des entiers i, est nul; par suite g = d,(g) divise di(f ). 
Supposant maintenant que g’(X) ne divise pas zero dans R[X]/(g), nous 
allons montrer (ii) * (iii) par recurrence sur m > 0. Le cas m =0 ttant 
immediat, supposons m > 1. Par hypothese de recurrence, il existe v E R[X] 
tel quef =gm-’ v. D’apres (ii), g divise A,,-,(f)=A,,_,(g”-‘v), soit, par 
(6.2.3), 
c Ai,(g)Aiz(g) “. At,,-,(g)Aj(U), 
il+il+ -.. +i,-l+j=m-I 
Dans cette sommation figure en particulier g’(X)m - ’ a, qui correspond a 
la suite (1, 1, . . . . LO). Pour toutes les autres suites (i,, . . . . i,,- , , j) l’un des 
indices i, est nul, done le terme correspondant est divisible par g = A,(g). 
Par suite, g divise (g’)” - ’ v, autrement dit 
(g’)“-’ fi=o dans RCJflIk). 
L’hypothese faite sur g’(X) implique que V = 0, done v = gu et f = g”‘u, 
avec u E R[X], d’oti l’assertion. 
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Remarque 6.25 Supposons l’anneau R reduit et saris H-torsion. Alors 
toute egalite de la forme g’ = gu, avec u E R[X], implique que g E R. En 
effet, si 
avec m > 1, on en dtduit a,u = 0, puis a, g’ = a0 gu = 0 et entin mat = 0 par 
examen des termes de plus haut degrt. Par suite si g est non constant et 
l’idial (g) de R[X] est premier, le polynBme g’(X) ne divise pas z&o dans 
NW(g). 
6.2.6. Venons-en a la demonstration de (6.2.1). Les degres d,, d2, . . . . d,, 
def,,f,,...,f,et6,,6,,...,6,deg,,..., g, etant fixes, on peut supposer que 
Wfi, . . . . fn) # 0, et en particulier qu’aucun des fi n’est nul. Comme les 6, 
sont > 1, l’hypothese de l’enonce implique alors que 
dj 2 Pj (j E Cnl), 
ce que nous supposerons desormais. 
Cela dit, on peut Ccrire les fj sous la forme 
avec hF’Ek[X I, . . . . J&l,. 
Par specialisation, on se ramene alors a prouver l’tnonci: lorsque les 
coeffkients des polynomes hf, g,, . . . . g, sont des indetermides algebrique- 
ment independantes sur Z. Notons V, (Ial = Sj) le coeffkient de X* dans 
gj, et posons, pour simplifier lkriture, 
On a done 
sj = coeff. de X? dans gj. 
k=IIVjmIj~ [n], (~1 =Sj] 
avec 
1 = h [coeff. des h(j)] B 
h;k &A’,, . . . . X,] c k[X,, . . . . A’,]. 
En outre, posant 
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on a Cgalement les Cgalitks 
k = R[E,] = R’[E,, . . . . EJ. 
Posons alors 
Res(fi,f2, . . ..f.)=A (Ed, Ed, . . . . ~JER~C~, . . . . ~~1 =k. 
Comme l’anneau R est int2gre et saris Z-torsion, et le polyn8me 
Res(g,, . . . . g,) E R[E,] premier, on peut appliquer (6.2.4) et (6.2.5). Intro- 
duisant une indtterminte T sur k = R[E,], on est hinsi ramenC A prouver, 
pour montrer (6.2.1), que 
A (cl, . . . . E,_ 1, E, + T) E (Res(g,, . . . . g,), Tpl “‘pn) (6.2.7) 
dans l’anneau k[ T] = R’ [E, , . . . . E,, T]. 
Pour cela, nous allons introduire de nouvelles indkterminkes Y,, . . . . Y, 
sur k[T] et partir de la congruence hidente 
= A (El - gl(nIY:‘, . . . . E,- 1 - g,- ,(_YYY?-‘7 6, - g,U)lY:+ T) 
mod(g,(Y,, . . . . I’,), . . . . g,,(Y,, . . . . Y,J) dam kCYl, . . . . Y,, TlCY;‘l. 
(6.2.8) 
Par dbhition, le deuxikme membre n’est autre que 
Res(f!, fis, . . . . fii) 
oh, pour tout Jo [n], 
f!= c hy’(X) fl tiCi( gi(_Y) y,“x~)Pi 
z,P,4+Y=d, (  if?? > 
P I  + 82 + ‘. + B” a L$ 
x (g,(X)-g,(Y) Y,%Yf”+ TX:)jn (6.2.9) 
considirk comme polynbme de degri: d, en X1, . . . . X, A coeffkients dans 
U Y,, . . . . Y”, TY,‘l. 
Faisons maintenant la substitution k[ Y,, . . . . Y,, T]-lintaire 
0: 
xik-+xi+ YJ, si i#n 
x,- y,J-,, 
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et posons, pour tout jo [n], 
f~=@(f~)Ek[Y1,..., Y,,T][Y,'][X,,...,X"]. 
Pour toutjE [n], le coefficient de X: dans @[g,(X)- (g,j(_Y)/Y:) X2] est 
nul d’od 
et par suite, d’aprbs (6.2.9), pour tout jE [n], 
fib=O(f~)E(X1,...,Xn-l,T)~'Ic[Y1,..., Y,,T][Y,'][X,,...,X,]. 
On en deduit aussitbt que, pour tout jE [n], Tp’ divise 
fj (TX,, . . . . TX,, _ r, X,). Appliquant (6.1.10), on voit done que 
T”’ .” p’n divise Res(f F, . . . . f t) (6.2.10) 
dans k[ Yr, . . . . Y,, T] [ Y; ‘1. Par ailleurs, la propritte d’invariance (5.13.1) 
appliquee a 0 montre que 
Res(f i, . . . . fk)= Y$“-“Res(ff, . . . . fi). (6.2.11) 
Comparant (6.2.8), (6.2.10) et (6.2.1 l), on voit qu’il existe un entier 
NBO tel que 
Y; A (~1, . . . . E,- ,, E,, + T) E (Tp’ “.pn, gl(_Y), . . . . g,(X)) 
dans k[ T, Y1, . . . . Y,]. Autrement dit (4.2.3) la classe de /h\(.sr, . . . . E,-,, 
E,+T) dans k[T]/(T M ‘.’ pn) est une forme d’inertie (par rapport a 
(Xl, ..*> X,)) de l’ideal (gr, . . . . g,) (faire la substitution Yi H Xi). Par suite 
((2.3)(i)), la classe de Res(g,, g,, . . . . g,) divise A(sr, . . . . s,-r, E, + T) dans 
k[ T]/( Tpl ‘.’ pn), i.e. 
A (El, ..‘, En-l, E,+ T)E (Res(g,, . . . . g,), TpI’.‘pn), 
ce qui nest autre que (6.2.7). 
EXEMPLE 6.2.12. Soient fi, . . . . f, ok[Xr, . . . . X,] homogenes de degres 
4, 4, . . . . d,. Si g,, . . . . g,ok[X,, . . . . X,] sont homogenes de m$me degre d, 
on a, pour tout jE [n], 
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La proposition (62.1) implique done que 
Wg,, g2, . . . . gn)d’ ‘.’ dn divise Res(fio g, . . . . f, 08) dans k, 
en accord avec la formule de changement de base (5.12). 
6.3. R&.&ant anisotrope 
On suppose fixes dans ce paragraphe un entier n B 1 et une suite 
m,, m2, . . . . m, d’entiers > 1. En outre, on pose 
,u = ppcm(m,, m2, . . . . m,) 
6 = pgcd(m,, mz, . . . . m,) 
A=mlm2 “. mnEN). 
6 
6.3.1. Etant don& un anneau commutatif A, on note “C (a pour 
“anisotrope”) l’anneau de polynomes A[X,, . . . . X,] muni de la graduation 
deg, definie par 
deg,(r) = 0 si rEA 
deg,(X,) = mi tie Cnl). 
Cela &ant, on appelle fib& projectif anisotrope (de type m, , m2, . . . . m,), 
de dimension n - 1, sur A le schema projectif 
aP;- ’ = Proj( “C) 
sur S = spec( A). 
Geometriquement, posons 
E; = spec(A[X,, . . . . X,]) 
(lEnA)* = E”,\V(X,, . . . . Jr,). 
Le schema en groupe multiplicatif G, = spec ACT, T-‘1 (comultiplica- 
tion TH T@ T) opere sur E: au moyen du morphisme de schtmas aftines 
associe au morphisme de A-algebres 
A LX,, . . . . x,1 + A CX,, . . . . X,,]O,Z[T, T-‘]=A[X,, . . . . X,, T, T-‘1 
XiHXiTmJ (b Cnl). 
60719Ol2-5 
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Pour cette operation, le sowschema des points fixes est V(X,, . . . . X,). 
Par restriction, on en deduit done une operation de 6, sur (II”,)*, a 
stabilisateurs finis, done pour laquelle existe un quotient gtomhique 
.P;-l:= (E;)*/s,. 
Ainsi, lorsque A = C, le groupe multiplicatif C* opbe sur (a=‘)* := 
cn\W par 
et I’on a 
c* x (v)* -+ (c)* 
(1, XI, . . . . x,) c, (I”‘X,) . ..) lrn”Xn) 
“PE- l= (v)*/c*. 
6.3.2. Posant, comme d’habitude C = A [X, , . . . . X,], muni de la gradua- 
tion usuelle (deg Xi = 1 ), on a un morphisme de A-algebres grad&es 
cp:“C+C 
XiHXy (iE Cnl). 
Le “C-module C ainsi dtlini est libre de base les monomes 
Jy”‘X”2 . . . x*n I 2 n avec 0 < ai Q m, - 1 pour tout i, 
done de dimension mlm2 . .. m, sur “C. 
D’un point de vue ensembliste, 
spec(cp)-’ (Wf,, . . . . X,)1= VW,, . . . . X,), 
et par suite cp induit un morphisme de A-schemas 
Proj(cp): P:- I + ‘P:- ’ 
s’identifiant, lorsque A = C, g l’application 
p:- l--* “Pi- ’ 
(x 1, *.., X”) H (x;l’, . ..) x7). 
Notons D + (X, X2 ... X,) (resp. “0+(X,X, ... X,,)) l’ouvert de P:-’ 
(resp. aP;p ’ ) defmi par l’element homogtne X, X2 . . . X, de C (resp. de 
“C). 11 est immediat que 
Proj(cp)-’ (“0+(X, ... X,))=D+(X,X, ... X,), 
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et nous allons expliciter la projection 
Proj(cp): D+(X, ... x,)+“D+(x, ‘.. X,), 
autrement dit le morphisme de A-algkbres 
h: =cw, ... X”) -+ cc,, ... X”) 
I I 
A[X,, . ..) x,, x;‘, . ..) X,‘] + A[X,, . ..) x,, x,‘, . ..) X,‘] 
qui lui correspond. 
Posant 
“L = ((ff 1, . ..) ff,)EZ)‘Jm,a,+m,a,+ ... +m,a,=O)cZ” 
L= {(u.,, . ..) a,)EZ”Ia1+a2+ . . . +cI,=O}CZ~ 
u: “L+L 
(al, a2, . . . . a,) +-+ (ml aI, . . . . m,a,) 
et notant 
A(u): A(aL)+A(L) 
le morphisme de A-algkbres de groupes correspondant, on voit immtdiate- 
ment que le diagramme 
aCw, ... x,1= 0 AX”= A(L”) 
h 
I 
rn,l,f .” +m,a,=o 
I 
A(u) 
C(Xl ... X”, = @ AX” = A(L) 
z,+ ... +a.=0 
est commutatif, autrement dit que h = A (u ). 
PROPOSITION 6.3.3. (i) Posant G = Coker(u), on a une suite exacte 
i=l 
(x,, x2, . . . . xn)HXl+X2+ 
En particulier, le groupe G est fini de cardinal A = 
... +x,. 
(mlmz ... m,)/6. 
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h: T(X, X”) -+ c,, ,y”) 
fait de Ccx, .__ xmJ un Tcx, ,,-module libre de dimension A. 
Preuve. (i) Notant v l’application diagonale 
ll:Z”-+Z” 
(a 1, . . . . a,)++ (mlal, . . . . m,a,), 
et 
I: Z”+H 
(a 1, ..., a,)t-,a1+a2+ ... +anr 
on a par construction un diagramme commutatif exact 
0 0 
I I 
o- “L AL 
0 0 
La suite exacte de l’tnonct s’en dCduit par application du lemme du 
serpent aux deux lignes du bas. 
(ii) On sait que h = A(u). Par ailleurs, tout systkme de reprksentants 
(5g)go G des Cltments g de G dans L est clairement une base de A (L ) 
comme A (“L)-module par A ( u ), compte tenu de ce que A( u ) est 
injective. 
6.3.4. Soient k un anneau commutatif, r un entier 2 1 et d,, d2, . . . . d, 
des entiers 2 1. Pour tout je [r] et tout aE N”, avec a,m,+ 
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a2m2 + .‘. + a,m, = dj, introduisons une indtterminte U,, et considerons 
I’anneau de polynbmes sur k 
A=k 
[ 
U,~j~[r],~a,mi=dj . 
i I 
Pour tout Jo [r], notons 
fi= c (J. X”‘X”2 ... /oT 1 2 XFEA[X,, X,, . . . . X,]. 
a,m,+ +x,,m.=d, 
Posons en outre 
“B= AL-X,, X2, . . . . ~nl/(“f* 9 s*> .‘.Y f,) = “w-1) .*.> .a? 
S=spec A 
“X= Proj(aB) c ‘Pi”= ‘Pi-‘. 
Geometriquement 
“X= {(Uj,a)=UES, (x,, . . . . x,)E*P;-‘l~(u,.?)=O VjjE [r]), 
la projection canonique n: “X -+ S est un morphisme projectif, done ferme 
et, ensemblistement, son image parametre I’ensemble des suites 
(A,, h,, -.., h,) de polynomes E k[X,, . . . . X,,] qui sont “quasi-homogenes” 
de degres d,, d,, . . . . d, (pour deg,(X,) = mj) et ont un zero commun 
# (0, 0, . . . . 0) dans “Pz- ‘. 
Notant comme toujours YJI l’ideal (Xi, . . . . X,) de “C, l’image fermee de rc 
dans S est definie par l’ideal 
2l= H&( “B). de A. 
11 est done nature1 de gtneraliser les considerations des paragraphes 
precedents en Ctudiant les ideaux Iu, H&(“B), . . . . I1 est bon cependant de 
remarquer que, sans hypothese suppkmentaire, de telles considerations 
peuvent ne pas avoir d’inter&t. Ainsi, notant J l’ideal 
J= X” ~a,m,=d, pour un je [r] 
(  Ii > 
, 
toute famille de polynomes (h,, h,, . . . . h,) comme ci-dessus s’annule sur 
V(J), et par suite le morphisme rr est surjectif lorsque 
Proj(“kCX,, . . . . X,1/J) # $3. 
Dire que V’(J) = fa, c’est dire que, pour tout ie [n], l’un des 
generateurs canoniques de J est de la forme Xf, autrement dit que, pour 
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tout iE [n], I’un des entiers dj est multiple de mi. Algebriquement, on voit 
de facon plus precise que, si tel n’est pas le cas, on ne peut trouver de a # 0 
dans A et d’entier N 20 tels que 
X”@fl,fi, . . ..fr) Vi E [n], 
autrement dit, qu’alors 
cu = Hi, = 0. 
Ces considerations, et d’autres plus elaborees liees ir l’amplitude et ci la 
locale libertt des modules Q&L), conduisent ci faire d partir de maintenant 
I’hypothtse restrictive 
ppcm(ml, . . . . m,) = P I dj VjE [r]. 
Notation. Comme dans le cas habitue1 (1.3), nous noterons J, kS, 
:B, . . . lorsqu’il y aura lieu de preciser l’anneau k de base. 
63.5. Les PnoncPs lorsque r = n. 
On suppose les entiers d, , d,, . . . . d,, multiples de p. 
PROPOSITION 6.3.5(A). (r=n). (i) L’ anneau commutattf k &ant fixt!, 
l’ideal 
de kA est principal. Plus precisement, l’ideal k‘% admet un gentrateur et un 
seul, note 
“Res,( = “Res,(f,, f2, . . . . fn) par generalisation de (2.2)), 
et appele resultant anisotrope (pour la suite m,, m2, . . . . m,) des polynomes 
geniriques fr , f2, . . . . f,, tel que Bon ait l’egalite 
dllmz “ResdX, , x?/mz, . . . . x$/w) = 1 dans k. 
(ii) L’tlement aResk(f,, f2, . . . . f,) de kA est non-diviseur de 0 dans k A 
et, pour tout jE [n], homogene de degre 
;(.,!j $4 ... $ ... d, (6 = PgWm,, m,, . . . . 4) 
I r=l 1 
par rapport ci l’ensemble des coefficients de fi. 
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(iii) L’&ment “Res,(f,, . . . . f,) de ,A est gbom&riquement irrt!duc- 
tible. De plus, pour tout anneau commutatif k, notant II i’homomorphisme 
canonique 
on a I’igalitt 
aResk(kfl, J2, . . . . Ji) = W’ReszLfl~ -., LJ) 
dans A. 
(Comme le lecteur l’aura remarqut, on a dans cet &once utilist a 
plusieurs reprises des conventions de notation gtneralisant de facon Claire 
celles explicit&es dans (2.1)). 
Dans l’enonce suivant, pour tout anneau R et tout polynome 
f~ RCX,, x2, . . . . X,] quasihomogene (pour deg(X,) = m,), on note f# le 
polynome homogene (au sens usuel) dtfini par 
./3x,, x2 > . . . . A’,,) =f(X;l’, XT, . . . . A-7) E RIXI, . . . . X,,]. 
PROPOSITION 6.3.5(B). (r = n). Soit k un anneau commutatif: Supposant 
toujours les entiers dj multiples de p, on a I’~galitt 
dans kA. 
Res,(f!, . . . . f,“) = CaRedfly . . . . f21” 
Bien entendu, avec les conventions de (2.1), on en dtduit par sptcialisa- 
tion un Cnonct en apparance plus general, qu’on laisse au lecteur le soin 
d’expliciter. 
La preuve de ces deux assertions utilise divers ingredients que nous 
allons d’abord exposer. 
6.3.6. A&our du complexe de Koszul 
L’entier r etant quelconque et sans hypothbe sur les dj, le complexe de 
Koszul gradue (pour deg,) L’ associt a la suite (fr , f2, . . . . f,) 
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donne lieu a deux suites spectrales ayant m$me aboutissement 
‘E;“ = H&(LP) a EP+q 
“E;~=HHP,(H~(L’))JEP+~ 
(6.3.6.1) 
Supposons maintenant que p divise les dj. Pour tout jE [r], notons &j le 
coefficient de X$‘mn dans fj. Les Cgalitts 
dans A [IX,, . . . . X,] [X; ‘1 montrent que (f,, . . . . fr) est une suite reguliere 
de “C, et que l’on a, pour la graduation deg,, un isomorphisme de 
k-algebres gradtrees 
“B xnrkCUjaljE [rl, Uj,#Ej][Xlr . . . . X,, AT,‘]. (6.3.6.2) 
Notant r le sous-mondide de N”- ’ dttini par 
r= {(a,, . . . . ctnel)E N”-’ Im,a,+ ... +m,_,a,-,=Omodm,j, 
on deduit de (6.3.6.2) un isomorphisme de k-algebres 
des parties homogenes de degrt 0. 
Pour tout ie [n], I’ClCment X, ne divise pas zero dans ‘Bx,, done 
HO,( “B) = HO,( “B). (6.3.6.4) 
En particuher, lorsque k est integre, l’anneau aBxn est integre et l’ideal 
H!&( aB) premier. 
Par localisation par les differentes variables Xi, on voit que ( fi , . . . . fr) est 
reguliere en dehors de V(m), done que L’ est acyclique en degres #O en 
dehors de V(W), d’oti en particulier 
“E;q = HP,(H9L’) = 0 si p#O e.t q#O 
“Ep = Hk(“B) 
“,y = Hq(L’) si q#O 
Par ailleurs, comme HZ&,( “C) = 0 lorsque q # n, on a aussi 
‘E;9=0 si q # n. 
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La comparaison des deux suites spectrales (6.3.6.1) montre alors que 
(a) La suite (fi, f2, . . . . f,) de “C est regulibre lorsque 
r < n, 
(b) H!&( “B), = 0 lorsque r < n. (6.3.6.5) 
Plapns nous maintenant dans le cas 02 r = n. Alors, les hypersurfaces 
XTirnl = 0 de ‘P;-l ayant une intersection vide, le morphisme IT: “X -+ S 
nest pas surjectif, done l’ideal H&(“& contient au moins un Clement non 
nilpotent. Si T est un tel element de A, on a 
aBr = If&( “B,), H&( “B,) = 0 pour i> 1, 
et une simple paraphrase de (4.8) fournit l’existence d’une suite exacte 
scindee de A ,-modules 
0 -+ “B, -+ H;(L;“)>,, --+ ... -H~,(L;‘).o~H~;n(aCr).o-tO 
(6.3.6.6) 
qui montre que le AT-module aBr est stablement libre de rangfini indepen- 
dant de T. Pour calculer ce rang, on choisit T tel que l’element 5 de spec A 
correspondant a la specialisation 
sur un corps residue1 de k appartienne a D(T) = spec A,. On trouve 
dirnAc( “B,) = dim, k[X, , . . . . X,J/(Xf”ml, . . . . X:“““) 
d, d2 . . . d,, 
= 
m,mz ... m,’ 
(6.3.6.7) 
Remarque 6.3.6.8. Sans hypothbe sur les dj, supposons a priori que 
IY&(B)~ contienne un element T non nilpotent. Alors, il existe un corps 
residue1 1 de k, et une suite (g,, . . . . g,) de polynomes quasihomogenes de 
degres d, , . . . . d, de k[X, , . . . . X,] n’ayant pas de zero # (0, . . . . 0) dans une 
cloture algtbrique f de 1. 11 en est alors de mCme pour (g!, . . . . gf) (6.3.5 
pour la notation). Posant 
R = kCX,, . . . . J’,J/(gl, . . . . g,), R” = kCXl, . . . . Xl/k:, . . . . d>, 
la R-algebre RS est libre de rang mIm2 .. m, (6.3.2) et on a 
dim,(R”) = d, d, ... d, (4.8.1) 
184 J. P. JOUANOLOU 
Par suite, une condition nkessaire pour que TC: “X -+ S ne soit pas surjectif 
lorsque r=n est que m,m2 ... m, divise d, d, ... d,. 
Plaqons-nous duns le cas oti r = n - 1. Les polynomes 
.TjC& , .*., X,)=f,(L . . . . xn-190) 
sont quasi-homogbnes de degre dj, pour deg(X,) = mi (1~ i 6 n - 1 ), et 
gentriques pour cette proprietb. D’apres ce qui precede, il existe dans A des 
formes d’inertie z non nilpotentes par rapport a l’ideal (fI,, . . . . T,, _ ,) de “C 
et, pour une telle r le AT-module gradue (pour deg,) 
E=A,[XI, . . . . xn-Illcf~Y..J-A~ 
est stablement libre de type fini. Choisissant une section A,-lineaire et 
homogene de degre 0, notee s, de la projection canonique 
et munissant le A, [XJ-module E[X,] de la structure graduee detinie par 
ECX,J,= 0 EAX:, 
I+jlm.=v 
on verifie comme dans la preuve de (4.8.5) que l’application 
o: E[X,] + aBT 
(6.3.6.9) 
1 m,Xf, ++ 1 sh) XL 
I / 
est un isomorphisme de A, [XJ-modules graduts. 
LEMME 6.3.6.10. Le AT-module (aBr)(x,) est stablement libre de type fini, 
de rang 
Preuve. Pour &tre tout a fait clair, faisons quelques rappels. Soient R un 
anneau commutatif et M un R-module muni dune decomposition en 
somme directe de sous-modules index&e par Z 
LE FORMALISME DU RkSULTANT 185 
Pour tout de E, on note MCd) le R-module 
Mcd’ = @ Mid. 
icL 
Supposons don& un endomorphisme u de M tel que 
u(Mi)cMi+d (iE Z). 
Alors, graduant la R-algebre R[X] par 
degr=O, si reR 
deg X=d, 
le R[X]-module M delini par Xm = u(m) (m E M) est Z-grad& Le localise 
M, est l’ensemble des couples 
(4 urn) (xeM, meN) 
modulo la relation d’equivalence 
(x,u”)-(y,d)oE!l>,O tel que ~‘+~x=f4’+~y. 
11 est canoniquement gradue, de sorte que, si x est homogbne et x/l #O, on 
ait 
deg(x, urn) = deg = deg x - md. 
Notant Mfx, ou M,,, la partie homogene de degre 0 de M,, on a un 
isomorphisme de R-modules 
Mcd’/(u - id,)(Mcd’) r Acfcu, = MC,, 
deduit par passage au quotient de l’application 
De plus, ces diverses constructions sont fonctorielles en M, muni de sa 
decomposition en somme directe. Nous allons appliquer cela, avec R = A,, 
aux deux AT-modules E[X,,] et “B,, munis de leurs graduations (i.e., 
decompositions en sommes directes indexees par E) canoniques et a la 
multiplication par X, dans chacun d’eux. 
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L’isomorphisme CJ (6.3.6.9) induit ainsi des isomorphismes 
Or il rtsulte de la suite exacte (6.3.6.6) et du fait que toutes les 
composantes homogbnes de H&(T) sont libres que, non seulement le 
&-module E, mais aussi ses composantes homogbnes, sont stablement 
libres de rang indtpendant du choix de r. Par sptcialisation fiw XF/m1 
(in [n - l]), le calcul de ce rang se rambne a celui de la dimension du 
k-module libre 
[k[X,) . ..) x, ~ J/(X;‘l’“‘, . . . . x~y-‘)l’““‘. 
Autrement dit, il s’agit de calculer le cardinal de l’ensemble 
Posons ri = di/mi et identifions (0, 1, 2, . . . . Yi- 1 } a Z/r,Z de facon 
Cvidente. Modulo ces identifications, l’ensemble 8 s’identifie au noyau du 
morphisme de groupes 
n-l 
w: @ (E/r,Z)+Z/m,Z 
i= 1 
(2 1, ***, %,)-(mlxl + ... +m,_,x,-,)-. 
Comme Im(w) = SZ/m,Z, on en deduit que 
comme annoncb. 
6.3.7. Sous les hypotheses de (6.3.5), et compte tenu de (6.3.6.5(b)), 
la preuve de (4.4) montre que tout element non nul de H&(“B) depend 
effectivement de chacun des coefficients des polynomes fj. Lorsque k est 
factoriel, on en deduit, par simple paraphrase de (4.5), que l’idtal QI est 
principal #O. Nous allons provisoirement noter 
a& (ou “R si aucune confusion n’est possible) 
l’un de ses generateurs, defini a element inversible de A, done de k, pres. 
Les X’ ne divisant pas zero dans aBxn (6.3.6.2), la preuve de (4.6.1) 
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s’applique, et montre que, pour tout Jo [n] et tout couple /?, y de multi- 
indices avec 
iZ, miPi= i miyi=dj, 
i=l 
le polynbme 
i8t-p a =Rlauj, - 2-7 a aR/aujp 
est une forme d’inertie pour (fi, fi, . . . . f,). 
LEMME 6.3.7.1. Lorsque k = Z ou Z/p?! (p premier), le morphisme 
canonique A/% 4 ‘BCx, x,, induit par localisation un isomorphisme 
d’anneaux 
En particulier, le morphisme de projection z: “X -+ S induit un morphisme 
birationnel de “X sur son image fermbe. 
Preuve. Lorsque k= Z ou Z/p& le fait que “R soit premier implique 
l’existence d’un entier j E [n] et dun multi-indice CI tels que a “R/aUjm # ‘u. 
Or, pour tout couple (p, y) avec deg,(X@) = deg,(X?), on sait que 
xfl a vqa u, - xv a v/a ujp 
est une forme d’inertie par rapport a (fr , . . . . fn). Cela montre d’abord que, 
pour tout /I avec deg,(XB) = dj, on a 
a ya u, 4 % 
puis, apres localisation par l’idtal premier 2I, que 
xP-Y=a=RIauj~:aaRlau. 
JY dans Cab, x,,~lcu. 
Or il est clair que 
aCcx, .__ xnj = @ AX”. 
{aEZ”I~,a,m,=O} 
Dans [aB(x, .,_ xnJnr, les classes des elements XBey comme plus haut sont 
des elements inversibles appartenant a l’image de A, dans CaBCx, ._ JS; 
le groupe multiplicatif qu’elles engendrent est done dans l’image et l’asser- 
tion resulte du lemme arithmetique suivant. 
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LEMME 6.3.1.2. Soient m,, m2, . . . . m, des entiers > 1 et d > 1 un multiple 
de ppcm(m,, . . . . m,) = p, Le groupe abelien 
est engendrt! par les Plkments de la forme /I - y avec 
BY YE N”, zg, flimi= i yimi=d. 
i=l 
Preuve. 11 sullit de le voir pour d = p. En effet, posons 
5 = b/ml, 0, . . . . 0). 
Si deg,(P) = deg,(y) = p, on a, pour tout entier r > 1, 
deg,(8+ (r- 1) 5)=deg,(y+ (r- l)O=v 
P-Y=CD+(r-l)rl-Cr+(r-1)51. 
Ensuite, quitte g diviser les mi et d par pgcd(m,, . . . . m,), on se ram&e au 
cas oti les entiers mi sont premiers entre eux. Alors Z = Zm, + . . . + Zm,, 
done 
H,(m,, . . . . m,; Z)=O. 
Par suite, le groupe L est engendrt: par les tltments de la forme 
I, = (0, . . . . mj, 0, . . . . 0) - (0, . . . . mi, 0, . . . . 0), 
i .i 
avec i # j. Posons 
h, mj) = Pgcd(mi, mj) 
ui = (0, . ..) mJ(m,, mj), . . . . 0) E N” 
uj = (0, . ..) mi/(mi, mj), . . . . 0) E N” 
p = S PPcMmi, mj) avec sEN. 
On a deg,(ui) = deg,(u,) = mimj/(mi, mj) = ppcm(m,, mj) done 
Zq=(mi,mj)[(Ui+(S-l)Uj)-NJ,], 
avec 
deg,C(ui + (3 - 1) uj)] =deg,(suj) = s ppcm(m,, mj) = p, 
d’oii aussitht le lemme. 
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6.3.8. Venons-en a la preuve des assertions (6.3.5). Soit 
zek[coeff. defi, . . . . f,-I] cA 
une forme d’inertie non nilpotente pour l’ideal (f,, . . . . J”- r ). D’apres 
(6.3.6.10), le AT-module 
est localement libre de rang d, d2 ... dnP ,/A et, posant g, = fn/X$'"", on 
a une suite exacte (6.3.6.5(a)) de AT-modules 
O-E-% E- E/g,E--+ 0. 
Lorsque k est factoriel, on a (aRk) = annA,(E/gnE) et la theorie des 
idbaux de Fitting (cf. preuve de (3.3.4)) montre qu’il existe un element u 
inversible de A, et un entier 13 1 tels que 
W&n) = 4%J dans A,. 
En particulier, comme t ne depend pas des coefficients de f,, il en est de 
mime pour U; de plus comme g, est homogene de degre 1 en les coeffkients 
de f,, l’eltment dCt,J g,) est homogene de degrt dim E = d, d2 . . . d, _ JA 
par rapport A ces m&mes coefficients. Lorsque k = h ou Z/p& il resulte de 
(6.3.7.1) que 
avec 9l = (aRk) [remarquer que 7 $ ‘?l, puisqu’il ne depend pas des coef- 
ficients de f,]. L’anneau A, itant principal, la theorie des facteurs 
invariants montre alors que I= 1. On en deduit que “R, est homogene de 
degre d, . . . d,, _ l/A par rapport aux coefficients de f,. 
Restreignons-nous maintenant au cas k = Z. L’element aR, est dtfini au 
signe prbs. Pour tout iE [n], on a 
X" aRz~ (fi,...,.L,) 
pour N assez grand. Par sptcialisation Xjw X,mi, on en deduit que 
XT’“( “R,) E (j-y, . . . . f ;). 
Par suite (lemme de divisibilite 5.6), Res(f T, . . . . f ,“) divise 
Res(XylN *Rz, . . . . XF” ‘RZ), 
qui est de la forme (aRz)S, avec s E N, dans zA. Comme aR, est premier, 
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on en dtduit l’existence dun E = + 1, inversible de ,A, et dun entier t 2 0 
tels que 
Res(fy, S!, . . . . ffi) = E(~R~)‘. (6.3.8.1) 
En particulier, la specialisation fi w X?‘“l et (2.3.1) entrainent que 
1 = &[aRz (Xdl’ml, ,..) X?‘mn)] dans Z 
d’oii aRz(X;ll+‘l, . . . . Xdnlmn - ) + 1. Quitte a multiplier aR, par + 1, on peut 
done en trouver une normalisation, soit aRes,, telle que 
aResz(X;lliml, . . . . X$imn) = + 1 dans Z. 
Pour cette normalisation, l’entier E figurant dans (6.3.8.1) vaut 1. En 
outre, comparant les degrts de Res(fT,‘...,fz) et aResz par rapport aux 
coefficients de f,, a savoir 
d, ... d,p, pour Res(ff, . . . . ff) 
(deglf,)[dCt,r(g,)] = dim E= d1 “,“” pour aResz, 
on voit que t = A dans (6.3.8.1). On a ainsi demontre toutes les assertions 
de (6.3.5) lorsque k = Z. 
Supposons maintenant que k = Z/p& avec p premier. Avec les notations 
de 6.3.5(A)(iii), l’tlement I(“Res,) de kA est une forme d’inertie pour 
(fl 3 .*., fn) = J [Xl 9 -**3 A’,]. 11 existe done c E kA tel que 
1(“Res,) = c aRk. 
Or aRes, et aRk ont m$me degre par rapport aux coefficients de f,, (A 
savoir d, . . . d, _ r/A), et, de m&me, par rapport aux coefficients de chacun 
des polynbmes &. Par suite, c E k. Par sptcialisation fiw X?'"!, on en 
deduit que 
1 = c aRk(X;ll’m’, . . . . X$‘“$ 
done c est inversible, et I(“Res,) est un ginerateur de k(u satisfaisant a 
6.3.5(A)(i). 
Nous aurons termine dans le cas general si nous prouvons que, pour k 
quelconque, l’element I(“Res,) engendre k(u et ne divise pas zero dans kA. 
Or on a, par construction, une suite exacte 
%esz 
0-.A- .A- ir aBx,- Q - 0 (6.3.8.2) 
i=l 
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qui le reste apres tensorisation par Z/pZ pour tout p premier. Comme les 
groupes B, sont abtliens libres, on en deduit que 
Tore (Z/&Z, Q) = 0 i> 1, 
done que Q est un groupe abelien saris torsion. La suite (6.3.8.2) demeure 
done exacte apres tensorisation par k sur Z, ce qui acheve la demonstra- 
tion. 
6.3.9. Formulaire 
On suppose comme toujours fixes les entiers m,, m2, . . . . m, 2 1, et on 
designe par k un anneau commutatif. On munit l’anneau k[X,, . . . . X,- 1] 
de la graduation deg,(X,) =mi (1 d i< n - l), et, pour tout 
fe kCX,, . . . . X,], on pose 
f(xl,...,x,-l)=f(x,,...,x,-,,0). 
Un polynome f~ k[X,, . . . . X,] est dit quasi-homogtne strict s’il est 
homogbne pour la graduation definie par (m,, m2, . . . . m,) de degr& multiple 
de p. Si fgk[X,, . . . . X,] est quasi-homogene strict, le polynome 
.b kCX,, . . . . X,- 1] est egalement quasi-homogene strict en les n - 1 
variables X1, . . . . X,-, munies des poids m,, . . . . m, _ r. Enfin, on posera 
ii=ppcm(m,,m,,...,m,-,) 
J= pgcdh, m2, . . . . m,- ,) 
6.3.9.1. Multiplicativit~ 
Soient f,, . . . . f, E k[X,, . . . . X,] quasi-homoggnes stricts. On suppose qu’il 
existe un entier i E [n] et des polynBmes quasi-homog&es stricts f ,!, f ,!' tels 
w 
fi=f;f; dans k[X,, . . . . X,]. 
Alors on a I’kgalitt 
"Res(fi, ...yfi-~7fi9fr+ 13 ...)fn) 
="Res(fi,...,fi-l,f:,fi+l,...,f,) 
~"Res(f~,...,~~~,fl',fi+~, . . ..fJ 
dans k. 
607/90/Z-6 
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Preuve. On peut supposer fi, . . . . fi, . . . . f,, f(, f y ghkriques sur Z et 
k = Z[coeff] de sorte que “Res( . . . . f I, . ..) et “Res( . . . . f I’, . ..) sont premiers. 
La proposition (6.3.5(B)) et la multiplicativitt dans le cas usuel (5.7) 
montrent que 
“Res( . . . . fi, . ..)" = “Res( . . . . f I, . ..)" “Res( . . . . f J', . ..)" 
d’oti l’existence d’un c inversible dans k tel que 
“Res( . . . . fi, . ..) = c “Res( . . . . f :, . ..) “Res( . . . . f :', . ..). 
Faisant la spkcialisation 
avec dj = deg,(f,), d ( = deg,( f I), d(’ = deg,( f i’), on conclut par 
[6.3.5(A)(i)] que c = 1. 
6.3.9.2. RPduction d l’infini 
Soient fi, f2, . . . . fn-l E k[X,, . . . . X,,] quasi homogPnes stricts. On a 
1’4galitd 
“Res( fi , . . . . f,, _ 1, X$"n) = “Res(fI, . . . . 3n _ I)dP/mn6 
duns k. 
Preuve. On a successivement 
“Res( fi , . . . . fn--l,X::imn)d =Re~(f?,...,fti-~, -J'C) 
= Res(fT, . . . . ff- 1 Y’ 
= “Res(fI , . . . . fn _ 1 )‘P, 
oh la premibre et la troisieme kgalitt proviennent de (6.3.5(B)) et la 
deuxikme de (4.8.9) et de la multiplicativitk usuelle (5.7). On peut supposer 
fi, . . . . f,- 1 gkkiques sur Z, et k = Z[coeff.]. Alors, les polynhmes 
31, -?3L-l? sont gtnkriques de leurs poids en X,, . . . . X+ ,, et 
aReS(3i, ...,3n-l) est P remier. On en dtduit l’existence de c = + 1 tel que 
aRes( fi , . . . . f,- Ir Xf”“) = c aRes(fI, . . . . fnf,_ I)d@/“. 
Compte tenu de [6.3.5(A)(i)], la spkcialisation fi H X:/m1 (di = deg,(fi)) 
montre que c = 1. 
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6.3.9.3. Formule de Poisson 
Soient f,, . . . . f, q uasi-homogenes stricts generiques sur Z 
A = Z[U,, 1 Jo [n], deg,(X”) = d,]. D’aprQ (6.3.8), posant 
a~ = “Res(f; , . . . . f,, _ I ) E A, 
le A.,-module 
est localement libre de rang constant d, . . . d,, _ ,/A. Posant g, = f,/X$‘“‘, 
la formule de Poisson s’tnonce comme suit: 
dCt,(gn) = "Res(fi, . . ..f.,) 
(“PI 
6d,,/m,S 
dans A,,. 
Preuve. Nous avons montre en (6.3.8) l’existence d’un element u E A,, 
indipendant des coefficients de f,, tel que 
dkt.(g,)=u "Res(fi,...,f,,) dans A,,. 
Par specialisation f, c, X:lmn, on en deduit que 
1 =dCt,(l)=u”Res(f ,,..., fnml, X$'mn). 
Par ailleurs, posant r,, = d,/p E b4, on a 
“Res( fi, . . ..fn-., X2'"n)= “Res( fi, . . ..fn-., X;'mn)rn 
= “Res(fr , . . . . fnf,_ ,)rnbV’mnd 
= ( ap)Wd, 
la premiere egalite provenant de la multiplicativite (6.3.9.1) et la deuxieme 
de la reduction a l’intini (6.3.9.2). L’assertion en resulte aussitot. 
On remarquera que, par changement de base, la formule de Poisson 
reste valable en remplagant h par un anneau commutatif k arbitraire. 
6.3.9.4. Covariance, invariance, poinds 
(a) Soient dl, . . . . d,, des entiers 2 1 multiples de p et (f, , f2, . . . . f,,) une 
suite de polynBmes E k[X, , . . . . X,] quasi-homog&es de degrhs respectifs 
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4, 4, . . . . d,,. Alors, pour tout iE [n] et route matrice cp = [uii] E Mat,,(k) 
adaptee a la suite (d, , d,, . . . . d,) (5.11.1), le polynBme 
est quasi-homogene de degre di, et on a I’PgalitP 
aRes c uIjfi, . . . . 
i 
1 Unjh) = ( n d6t(p,)d”“dnild) “Res(fi, . . . . f,,) 
i dcL 
duns k. 
(Voir (5.11) pour les notations L, (Pi, . ..). 
(b) Soient d,, dZ, . . . . d,, des entiers 2’1 multiples de u et (fi, f2, . . . . f,,) 
une suite de polynBmes E k[X,, . . . . X,] quasi-homogenes de degrts respectifs 
4, 4, . . . . d,. On suppose don&s en outre un entier da 1 et, pour tout 
i E [n], un polyndme 
gi E k[X, 1 mj = mi] c k[X,, . . . . X,] 
quasi-homogene de degre dm,. Alors, pour tout ig [n], le polynbme 
h’g=fi(gl, ...9 gn) 
est quasi-homogene de degre dd,. De plus, lorsque u/b divise d, les polynbmes 
g, sont quasi-homogenes stricts et on a l’egalite 
“Res(fi o g, . . . . fno g) = aRes(gI, . . . . gn)dl’..dn’m”..mn “Res(fi, . . . . fn)d”-’ 
duns k. 
(c) Soient d,, d,, . . . . d,, des entiers 2 1 multiples de u et (fi , . . . . f,) une 
suite de polynBmes E k[ X, , . . . . X,,] quasi-homogenes de degres respectifs 
4, 4, . ..> d,. Pour toute permutation a E G,, on a l’egalitt 
“Re~(fbcl,,focz,, . . . . f&J = 4b)d1.‘.dn’Afl “Res(fi, . . . . f,) 
duns k. 
(d) Soient dl, d,, . . . . d, > 1 des entiers multiples de p. Introduisant des 
indetermintes Uia, on note, pour tout i, 
fi= c ui,,x;1x;2.. ‘x; 
m,a,+ +m.a.=d; 
le polynBme quasi-homogene gtnerique de degre di sur Z. Lorsqu’on munit 
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I’anneau de polynBmes A = E [ U, 1 i E [n], deg, (.Y) = di] de la pondhation 
W dt;,finie par 
O(Uia)=an Vi, a) 
le rtsultat anisotrope “Res( fi, . . . . f,) E A devient isobare de poids 
d, d, . . . d, 
A ’ 
Preuve. (a) Notant 5 et q les deux membres de l’egalite a demontrer, la 
covariance ordinaire (5.11.2) appliquee aux polynomes fg et la proposition 
(6.5.3(b)) montrent que c” = @‘. Ensuite, on se ram&e au cas ou les coef- 
ficients des fi et ceux des (Pi sont des indetermintes et k = Z[coeff.]. En 
particulier, l’anneau k est alors inttgralement clos, ce qui permet de 
conclure que ~=CQ avec c~Z*={+l, -l}. Enlin, on voit que c=l en 
faisant la specialisation f. k-+ XF’“‘, cp ++ id, et en utilisant (6.3.5(A)(i)). 
(b) La preuve est analogue a celle de (5.12). 11 existe par definition 
un entier NZ 1 tel que, pour tout ic [n], 
X” “Res(fi, . . . . f,) E (f,, . . . . fn) = kCX,, . . . . X,1. 
Par specialisation Xi H gi: k[X, , . . . . X,] -+ k[X, , . . . . X,,], on en deduit que 
gj” “Wfl, ..,, f,) E (fl 0 g, . . . . f, 0 g). 
Une gtneralisation du lemme de divisibilite (paragraphe suivant) permet 
den conclude que “Res(fi 0 g, . . . . f, 0 g) divise 
“Res( g ;” “Wf), . . . . s,” “Wf)), 
qui (multiplicativite 6.3.9.1) est de la forme 
“Res( g,, . . . . 8,)“. “Res(fi, . . . . fn)’ (s, t E N). 
Ensuite, on se ramene par specialisation au cas oh les coefficients des fi et 
des gi sont des indtterminees et k = Z[coeff. fi, coeff. gJ. Dans ce cas, les 
polynomes quasi-homogenes fi sont gentriques de leur degre, de sorte que 
“Res(f, , . . . . f,) est premier, mais on prendra garde que les g,, ne dtpendant 
pas de toutes les variables Xi, ne le sont pas. En tout cas, on peut conclure 
de ce qui precede que 
“Res(fi 0 g, . . ..f.o g) = “Res(fi, . . . . f,)‘Wg,, . . . . g2), 
oi 1~ t+4 et HE k ne depend pas des coefficients de J D’apres [6.3.5(A)(ii)], 
le premier et le deuxieme membre sont homogenes de degres respectifs 
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[n;:: (dd,)]/d et /(n;zii d,)/d par rapport a l’ensemble des coefficients 
de f,, done I= d” ~ ‘. Pour calculer H, on fait la specialisation fi H X:‘““. 
Compte tenu de [6.3.5(A)(i)], elle montre que 
W g, 9 g,, . . . . g,) = “Res( g;“‘“l, gpjm2, . . . . g$‘““) 
= aRes(gl, g2, ..., gn)dldZ..-d,/mlm2...m” 
par multiplicativite (6.3.9.1). 
(c) Se plagant dans la situation gentrique sur Z, l’identite des ideaux 
(fiT . . . . fn) et (fuel ), . . . . &,,) et le lemme de divisibilitt entrainent l’existence 
dun&=&l telque 
aReS(f,clj, . . . . focn,) = E “Wfi2 . . . . f,J 
Pour identifier E, on fait, posant gi= Xp’mz et yi = di/p, la specialisation 
fib XF’mf = gj’. Utilisant la multiplicativitt, on est ainsi ramene a prouver 
que 
aReS(g,uljr . . . . g,,~,~)‘1’2”‘rn = E(o)~““~“‘~“‘~ “Res(g,, . . . . g,). 
Mais, les g, etant quasi-homogbnes de m&me degre p, la propriete de 
covariance (a) appliquee and prenant pour cp la matrice de la permutation 
0 montre que 
aWg,clJ, . . . . g,,,,) = 4alpnm’/’ “Res(g,, .. . . g,), 
d’oti l’assertion par elevation a la puissance pi r2 . . . r,. 
(d) Immediat a partir de 6.3.5(B) et de l’assertion correspondante 
pour le resultant (5.13.2). 
6.3.9.5. Lemme de divisibilite 
Soient k un anneau commutatif, n un entier 21 et f,, fi, . . . . f,,, 
g,, g,, . . . . g, E kCX,, . ..> X,,] des polyn6mes quasi-homog&es stricts de 
degrPs 2 1. Pour tout jE [n], on suppose don& un entier pj > 1 tel que 
fie kl, g2, . ..1 &P dans k[X,, X2, . . . . X,]. 
Alors “Res(g,, . . . . gn)V1fi2”‘pn divise “Res(fi, . . . . f,) dans k. 
Preuve. On peut supposer les gi a coeflicients indttermintes sur Z, de 
sorte que aRes( g,, . . . . g,) est irreductible dans k = Z[coeff.]. Par la trans- 
formation Xi+-+ Xy, l’assertion resulte alors saris peine de (6.3.5(B)) et du 
“lemme de divisibilite general” (6.2.1). 
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6.3.9.6. Transformations Plementaires 
Le resultant anisotrope de n polynBmes quasi-homogtnes stricts n’est pas 
modifie lorsque l’on ajoute a l’un des polyndmes un polyn&me quasi- 
homogene strict de mtme degre appartenant a l’ideal engendrt par les autres. 
Preuve. On peut, soit paraphraser la premiere preuve de (5.9), soit se 
ramener a (5.9) en utilisant 6.3.5(B) dans une situation gentrique. 
6.3.9.7. Formule de Laplace 
Soient k un anneau commutatif et f,, fi, . . . . fne k[X,, . . . . X,,] des 
polynitmes quasi-homogtnes stricts de degrb d, , d,, . . . . d,. On suppose qu’il 
existe un entier r E { 1, 2, . . . . n - 2) tel que 
fr+,,fr+l, -.>fnEkCX,+1>Xr+2, . ..> x,1. 
et on pose, pour tout iE [r], 
L=fi(X,, . . . . X,, 0, . . . . 0)~ k[X,, . . . . X,]. 
Alors, definissant aRes pour les graduations sur k[X,, . . . . X,] et 
kCXr+ 1, . . . . X,,] induites par celle de k[X,, . . . . X,,], on a l’egalite 
“Res( fi , . . . . f,) = aRes(fI, ...,fr)dr+I...dn “Res(f,+,, fr+*, . . . . fn)d'.-'dr 
dans k. 
Preuve. Se placant dans une situation generique, on utilise de nouveau 
6.3.5(B) ainsi que la formule de Laplace pour le resultant pour montrer que 
les membres ne different que par un signe + 1. On determine ce dernier en 
effectuant la spicialisation fit+ Xf”“‘, grlce a 6.3.5(A)(i). 
6.3.9.8. Autres formules 
On peut completer le formulaire ‘en faisant varier la suite 
(ml, m2. . . . . m,). Nous allons nous borner a deux Cnonces dans ce sens. 
(4 Si fi,...,f,EkCXI,..., X, J sont quasi-homogenes stricts pour la 
graduation defmie par (m, , . . . . m,), de degres d, , . . . . d,,, alors, pour tout 
entier r > 1, ils sont egalement quasi-homogtnes stricts de degrb 
rd, , rd,, . . . . rd,, pour la graduation definie par la suite (rml , rm,, . . . . rm,). De 
plus, notant ‘Res, et aRes,,,, les resultants anisotropes associes aux deux - 
suites, on a l’egalitt 
aRes,(fi, . . . . f,)= aRes,(hy ...7L) dans k. 
Preuve. La gentricite de degre d pour (m,, . . . . m,) Cquivaut a celle de 
degre rd pour (rm,, . . . . rm,). En outre les formes d’inerties pour les deux 
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graduations associees a l’ideal (fi , . . . . f,) sont les memes. On en deduit que 
les deux membres different l’un de l’autre par multiplication par ) 1. Le 
signe est determine par la specialisation f, I-+ X$““l= X;“lrm8, grhce B 
6.3.5(A)(i). 
(b) Soient k un anneau commutatif et u,, u2, . . . . U,E k[X,, . . . . X,] des 
polynBmes homogenes (au sens deg(X,) = 1 !) de degres r, , r2, . . . . r,,. La suite 
(ml, m2, . . . . m,) &ant fixee, on suppose donnes des polynBmes 
g,, g,, . . . . g,EkCX,, . . . . X,,] quasi-homogenes stricts de mCme degre d. 
Alors, pour tout iE [n], le polynBme 
est quasi-homogene strict de degre d, = dri. De plus, on a I’egaEitC 
“Res(u, 0 g, u2 0 g, . . . . u, 0 
duns k. 
g) = Res(u,, . . . . u,$‘-“~ “Res(g,, . . . . gn)rlrz.“rn 
Preuve. Utiliser 6.3.5(B 
(g?, g:, ..a> gff,. 
) et la formule de changement de base (5.12) par 
6.3.10. Variante 
Les entiers m,, m2, . . . . m, ttant fixes, il est possible, et utile, de develop- 
per des considerations analogues a celles des paragraphes precedents, et en 
particulier de definir un resultant anisotrope, avec des hypotheses moins 
restrictives sur les degres. 
6.3.10.1. Soient k un anneau commutatif, r > 1, d,, . . . . d, 2 1 des entiers, 
et, pour tout jE [r], 
Elm,+ ‘.. +a,m,=d, 
quasi-homogene gtntrique sur k. Faisons l’hypothese 
(H,)(a) Pour tout ie [n], l’entier mi divise tous les entiers dj a I’excep- 
tion Pventuellement de I’un d’eux. 
(b) Pour tout Jo [r], djE Nm, + Nm, + .*. + Nm,c N. 
Alors les modules HJf,, . . . . f,; “C) avec i2 1 sont a support dans V(m). 
Par comparaison des suites spectrales (6.3.6.1) on en dtduit que la suite 
(fi, f2, . . . . f,) de “C est reguliere lorsque r < n et que 
H&(W)=0 pour r <n. 
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Preuve. Montrons par exemple que 
HitfIT ...y f,; "a,=0 (i2 l), 
autrement dit que la suite (fr /I, . . . . f,./l) de aC,un est completement s&ante. 
Quitte a permuter [r], on peut supposer que m, divise d,, d2, . . . . d,- ,. 
Dans ce cas, les tgalitts 
c uja x” 
I 
(.i<r) 
Lx + (0, . . . . 0, +h) 
montrent que (fill, f,/l, . . . . f,- ,/l) est une suite reguliere et que 
C”C/u-~~ ...? “fr- 1)1X” 
=k[Uju Ij<r, Uja#Ej][U,, 1 deg,(X”)=d,][X, ,..., Xn,X;‘]. 
L’hypothese (b) implique que f, # 0 et le lemme de Dedekind et Mertens 
montre que f, ne divise pas zero dans le membre de droite. Par suite 
(j-r/l, . . . . f,/l) est une suite reguliere de TX”, ce qui acheve la dtmonstra- 
tion. 
6.3.10.2. En plus de (H, ) supposons veritiee l’hypothbe suivante. 
(HZ) Pour tout in [n] et tout Jo [r], on a 
die c Nm,c N. 
Ifi 
Alors, pour tout i, Jo [n], l’element Xi ne divise pas zero dans aBx,. En 
particulier 
H& ( aB) = H$ (“B). 
De plus, lorsque l’anneau k est indgre, les anneaux aBx, (i E [n] ) sont 
integres. 
Preuve. Pour i# n, montrons que Xi ne divise pas zero dans aBxn. 
Quitte a permuter [r], on peut de nouveau supposer que m, divise 
d, , d,, . . . . d,- I . Dans ce cas (6.3.10.1), l’anneau aBxn est de la forme VX8 
avec 
V=R[U,, 1 deg,(X”)=d,][X,, . . . . xnl/(; c:Jg, 
od R est une anneau commutatif, et il sufht de montrer que (fr, Xi), ou, ce 
200 J. P. JOUANOLOU 
qui revient au mCme pour des raisons de (quasi)-homogeneite, (X,,f,) est 
une suite rtguliere de l’anneau R[ U,,] [X,, . . . . X,,]. Or, par (H,), l’tlement 
fr= c U,,X”ER[U,, (deg,(X*)=d,][X,, . . . . Xi, . . . . X,] 
OL, = 0 
nest pas identiquement nul, et il resulte du lemme de Dedekind et Mertens 
qu’il ne divise pas zero (consideri: comme polynome en l’ensemble des 
variables U,,, X, , . . . . X,, tous ses coefficients valent 1). 
On deduit de ce qui precede que ‘Bxn est un sous-anneau de 
(aB)xlx2...xn. Choisissant pour tout j un coefftcient, soit qj, de fj, on a un 
isomorphisme de k[X, , . . . . X,, Xc ‘, . . . . X; ‘I-algebres 
aB,y ,... x,,~k[uj,I j<r, Uj,#~j][X,,...,X,,X;‘,...,X,‘], 
qui montre, en particulier que, lorsque k est integre, les anneaux aBx, ..,*, 
et *Bxn sont integres. 
6.3.10.3. Supposons que r = IZ et qu’il existe une permutation (TE 6, 
telle que mi I d,(i, (in [n]). Alors, on peut faire la specialisation 
fi H xyyp (iE Cnl). 
Comme 
Proj(k[X,, . . . . X,]/(Xp(l)‘ml, . . . . X?,@‘,) = 0, 
on en deduit que la projection canonique rc: Proj(“B) + S nest pas surjec- 
tive et en particulier que H$(“B), # 0. 
L’existence dune telle permutation 0 est en particulier assume lorsqu’on 
suppose rtalisee la condition H,(a) (avec r = n) et que, en outre, chacun 
des entiers dr, d,, . . . . d,, est divisible par l’un au moins des entiers 
m,, m2, . . . . m,. Pour le voir, posons 
F=(i~[n]I3j~[n]telquem~~d~}. 
Pour tout i E F, l’hypothbse H,(a) montre qu’il existe un seul j tel que 
mi j dj; nous le noterons A(i). On d&it ainsi une application 
A : F-r [n] 
iH A(i). 
Lorsque F= [n], comme chaque dj est divisible par au moins un mi par 
hypothese, l’application 1 n’est pas constante. Dans tous les cas, on en 
conclut qu’on peut prolonger 1 en une application non constante p: [n] --) 
[n]. Alors, toute permutation e comme dans le lemme ci-dessous convient. 
LE FORMALISME DU RlkULTANT 201 
LEMME 6.3.10.4. Pour tout entier n 2 1 et toute application non constante 
p : [n] -b [n], il existe une permutation a E 6, telle que a(i) #p(i) pour tout 
ie [n]. 
Preuve. Posant, pour tout ifz [n], 
Ei= {aeGn 1 o(i)=p(i)}, 
il s’agit de voir que l’application canonique 
n’est pas surjective. Or, pour tout iE [n], l’ensemble Ei s’identifie aux 
bijections de [n] \{ i} sur [n] \(p(i)}, d one a pour cardinal (n - 1 )! . On en 
deduit que la source et le but de 0 ont m&me cardinal, a savoir n!. Par 
ailleurs, il existe par hypothese i #j tels que p(i) #p(i); pour ce couple 
(i, j), l’ensemble Ei n E,, s’identifiant aux bijections de [n] \{ i, j} sur 
Cnl \{di), AA) n’est pas vide. Par suite, l’application 0 n’est pas 
injective, d’oti I’assertion. 
6.3.10.5. Supposons r = n z 2 et faisons les hypotheses suivantes. 
(a) Pour tout iE [n], l’entier mi divise tous les degrh dj 2 I’exception 
kventuellement de I’un d’eux. 
(b) Tout degrt! dj est multiple de l’un des mi. 
(c) Pour tout ic [n] et tout jE [n], on a 
d,E c Nm,c N. 
I#i 
Alors, d’aprb (6.3.10.3), la conjonction de (a) et (b) implique que 
a = H&W/(f, 3 . . . . L))o z 0. 
Par contre, pour tout Jo [n], il resulte de (6.3.10.1) et de (a) et (b) que 
Hg&v(fl, . . . . f?i, . . . . .a) = 0. 
De plus, d’aprb (6.3.10.2), l’hypothbe (c) implique que, pour tout 
fxE Nfl\{O>, 
H$4”CI(f,, 1.1, .&, . . . . .L,)) = H&W/(f,, . . ..f?i. . . . f,,))( =O). 
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Cela dit, la preuve de (4.4) s’applique a notre situation, et montre en 
particulier que tout element non nul de ‘9I depend effectivement de tous les 
coeffkients de tous les f,. 
Lorsque l’anneau k est factoriel, la mtthode de demonstration de (4.5) 
prouve alors que l’ideal ‘?I est principal #O. Notant “R, l’un quelconque de 
ses gtnerateurs, qui est done un polynome premier dans A (aB, est integre 
par 6.3.10.2), une preuve analogue a celle de (6.3.8.1) montre l’existence 
dun element inversible u de k et d’un entier t > 1 tels que 
Res(f?, f!, . . . . fi) = u(~&)’ dans A. 
D’aprbs (6.3.10.3), il existe une permutation GE 6, telle que m,,i, divise 
di pour tout i E [n]. La specialisation fi w +$[F” montre que 
Quitte a multiplier =Rk par une element inversible de k, on peut done le 
normaliser de sorte que 
aRk(X$C{~‘), . . . . X$;y)) = 1. 
Cette normalisation, qui depend du choix de CJ, sera notee 
“Res;(f,, . . . . f,) E A. 
Lorsque 0 = id, on Ccrira plus simplement 
aResk(fi, fi, . . . . f,). 
Par construction, on a done l’egalite 
Res(ff, . . . . ff) = E(cJ)~‘~~...~~ “Resz(f,, . . . . f,)’ dans A. (6.3.10.6) 
11 reste a determiner l’entier t, qui depend Cventuellement de l’anneau k 
de base. 
LEMME 6.3.10.7. Dans le cas oti u = id, i.e. mi I di pour tout i, notons “K 
le corps des fonctions de “X= Proj(“B), et posons V= #{(a, . . . . a,_l)e 
N”- ’ 1 0 < ai < d,/m, - 1, C;:: aimi E 0 mod m,}. On a alors I’igalitd 
t= 
d, d*...d,p, 
V [“K: A,/%A,]. 
Preuve. Par (6.3.10.3), on a, avec les notations habituelles, 
H&CA LX,, . . . . Xn-,IICfIf, . ..Yffi-I)hfO. 
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On peut done trouver une forme d’inerties z # 0 pour I’idtal (fr , . . . . jl, ~, ) 
de A [X,, . . . . A’,- ,I, ne dependant que des coefficients de ces derniers. 
Paraphrasant les arguments utilises en (6.3.6) (ou l’hypothese ~1 1 dj ne 
servait qu’a exhiber un T), on voit que le AT-module 
est localement libre de rang constant note V. (Observer que, sous les 
hypotheses faites ici, on n’est pas assure que m, divise tous les dj 
(je [n- l]), done la fleche w de la fin de (6.3.6) n’est pas en general 
dttinie, et par suite V # (l-I:=: di/mi) 6/m,, a priori). Faisant operer par 
multiplication l’eltment g, = f,/X$l”’ sur E, un argument d’ideaux de 
Fitting montre, comme en (6.3.8), l’existence d’un element inversible u de 
A, et d’un entier s 3 1 tels que 
detA,kH) = Na&Y dans A,. 
Pour determiner S, on utilise le fait que I’anneau A, est principal et la 
theorie des facteurs invariants qui montre que 
s=dim Aa,zlAu(EwIgnE%I) 
= dim A%,%4XK)~ 
En effet, l’anneau E,/g,E,, fini sur A,/%A, et integre (6.3.10.2), 
s’identifie a “K. 
Par rapport aux coefficients de fn, la fraction g, est homogene de 
degre 1. Comme E est localement libre de rang V, dCt,?(g,,) est homogene 
de degrt V; comme v ne depend pas des coefficients de f,, vu la forme des 
elements inversibles de A, et le fait que z n’en depend pas, on en dtduit que 
“R, est homogene de degre V/s par rapport aux coefficients de f,. Comme 
Res(f f, . . . . f,“) est homogene de degre d, d2.. d,- , par rapport a ces 
m&mes coefficients (2.3(ii)), l’egalite (6.3.10.6) implique bien que 
t = d, . . . d,, ~ r s/V comme annonct. 
6.3.10.8 (k factoriel). Sous les hypotheses de 6.3.10.5, on suppose en 
outre que I’une des conditions suivantes soit rkali&e: 
(i) L’anneau k est suns Z-torsion. 
(ii) Pour tout triplet (i, j, s) E [n13, on a 
d, E ppcm(mi, m,) + c Nm, c N. 
I<l<n 
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Alors le morphisme canonique A/2l~ aBCX, ...X,j induit par localisation un 
isomorphisme d’anneaux 
0: A,/%A.s [aBC.+Xn,]w 
Preuve. Pour tout jo [n], ‘Rk depend effectivement des coeflicients de 
fj. Sous l’hypothese (i), on en deduit qu’il existe un c(, avec deg,(X”) = dj, 
tel que 
av,Iau,, f.0. 
Comme dans la preuve de (6.3.7.1), on en deduit que pour tout /I, avec 
deg,(XB) = dj, on a Cgalement 
a=R,iau,,#o 
et 
~a-@= [aaRk/aujnl: [avtk/aqjpl 
dans [“B,,, ...X,,]a. Posant 
(6.3.10.9) 
i 
n  
L= (a1 ,..., CX,)=CIEZ” 1 a,mi=O , 
i=l 1 
le A,-module [“B,,, . . ..&ja est engendre par les classes des X2 (c( E L), qui 
constituent un sous-groupe du groupe multiplicatif des elements inversibles 
de l’anneau [aB~Xl...XJs. Notant (e,, e2, . . . . e,) la base canonique de h”, 
et rappelant que 6 = pgcd(m,, . . . . m,), le groupe L est engendre par les 
elements 
<,=$ej-:ei (i,jE Cnl). 
11 s&it done de montrer que Xty E Im(O). Or 
5 ,, = (mi, mj) mi mj 
V 
6 [ 
e.------- r. 
h, mj) J (mi, mj) ’ 1 
2yd [ui-uj], 
avec ui, ujE N” et deg,(u,) = deg,(u,) = ppcm(m,, mj). Lorsque n 2 3, 
l’hypothese (a) de (6.3.10.5) implique l’existence dun entier 1~ [n] tel que 
mi et mj divisent d,, done tel que 
4 = r ppcmh, m,), avec rEN. 
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Lorsque n = 2, cela est vrai pour d, et d2 d’apres (b). Dans tous les cas, 
5 ,. = Crni, mj) 
v 6 {C”i+(r-l)Uj]-YUj}, 
avec deg,(u, + (Y - 1 )uj) = deg,(ru,) = d,, de sorte que Xee E Im(O) par 
(6.3.10.9). 
Placons-nous maintenant dans l’hypothese (ii). Comme aR, est premier 
et k integre, on peut seulement affirmer l’existence dun I et d’un c(, avec 
deg,(X”)=d,, tels que a”R,/aU,a #O. Bien sQr, on en dtduit (6.3.10.9) 
pour deg,(X”) = deg,(Xp) = d,. L’hypothese (ii) permet d’tcrire 
d, = ppcm(m,, mj) + C Ysms avec Y~EN. 
Pour 5, comme plus haut, on a alors 
avec deg,(u, + C, yses) = deg,(u, + C, yses) = d,; on conclut de nouveau 
grace a (6.3.10.9), valable pour d[. 
6.3.10.10. Sous l’une quelconque des hypotheses (i) ou (ii) de (6.3.10.8), 
le lemme (6.3.10.7) montre que l’egalite (6.3.10.6) prend (pour a=id) la 
forme 
Res(ff, . . . . fz) = aResk(fl, . . . . fn)d1d2..‘dnm1’v. 
En particulier, pour k = Z, posant 
“Res(f,, . . . . fJ = “Resz(fi, . . . . f,A 
on a 
Res(Sf, f$, . . . . ff) = “Res(fi, . . . . f,)d’..‘dnml/v, 
sous les hypotheses (a), (b), (c) de (6.3.10.5). 
Lorsque l’on suppose verifiee l’hypothese (ii) de (6.3.10.8), le degre de 
“Resdf,, . . . . f,,) ne depend pas de l’anneau factoriel k. Se ramenant, comme 
nous l’avons deja fait, au cas ou k = Z out Z/p& on en dtduit l’existence 
d’un analogue de la proposition (6.3.5(A)), valable pour tout anneau 
commutatif k. 
6.3.11. Un exemple: hquation d’une hypersurface duale 
6.3.11.1. Soient k un corps alglbriquement clos, P un espace projectif 
sur k, et Xc P une hypersurface irreductible et rtduite de degre > 2 de P. 
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On rappelle qu’on appelle variett duale de X, et qu’on note 2, l’adherence 
schtmatique dans l’espace projectif dual P de l’ensemble des hyperplans 
tangents a X en un point non singulier. 
De man&e non intrinseque, soient n un entier >/2 et f~ k[X,, . . . . X,J 
un polynome homogbne premier de degrb d > 2 et 
x= {xEP;:-’ If(x)=O}. 
Posant P = Pi-‘, identitions P et Pi-l, au moyen des coordonnees 
duales, nottes (ur , . . . . u,) de celles, notees (x1, . . . . x,), de P;-l. Notons U 
le lieu regulier de X et 0 le morphisme de Gauss 
i++ g(x),..*,g(x)) ( . 1 ” 
Alors k est l’image fermte de 0 dans Pt- I. On verifie sans peine (Euler) 
que le morphisme 0 est gtneriquement fini, et m&me birarionnel Zorsque 
car(k) = 0. 
Lorsque car(k) = 0, nous allons rappeler comment on montre que 
deg(k) = d(d- l)n-2. 
Pour cela, soit @ # 52 c k un ouvert atline tel que 
0: 0-‘(52)rl2. 
Choisissons, grace aux thtoremes de Bertini, des formes lineaires 
l,,l2, ..*, I”-2 lineairement independantes sur k, telles que la droite A 
d’equations 
I, (U,, . ..) 24,) = 0 
ln-2(U1, . . . . u,)=O 
de P soit telle que A n 8~ Q, done #(A n k) < + 00 (Sz afine). Alors, 
compte tenu des multiplicitts dans le schema tini 0 -l(k), le degrt de k est 
le cardinal de 
O-‘(8)= ,TEP;-~ f(X)=O;li 
1 I ( 
g(X),...,g(P))=O;i=l,2,...,n-2 . 
1 n 1 
On conclut grace au theorbme de Bezout. 
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6.3.11.2. Supposons maintenant que X:f=O soit lisse sur k. Alors le 
morphisme 0 est partout d&i. Introduisons une nouvelle indeterminte 
X n+ i et, pour tout (ui, u2, . . . . u,) E k” \O, considerons les systemes 
f(X,, ..., X,) = 0 
I a! 
L 
ax- (Xl 3 .-*’ x,)-ui=o 
fW, 2 . . . . X,) = 0 
I1 af 
i, 
ax, (Xl 3 ..*9 X,) - u;x;; : = 0. 
Toute solution (x1, x2, . . . . x,) de I est non nulle, et dtlinit une solution 
b,, x2, .-., x,, 1) non nulle de II. Inversement, si (x,, x2, . . . . x,+ i) #O est 
une solution de II, on ne saurait avoir x,, + i = 0, puisque X est lisse, done 
(x1 lx ,,+i, . . . . x,/x,+~) est une solution #Ode I. 
Par suite, k est le lieu des points de coordonntes homogenes (u,, . . . . u,) 
telles que 
Mais alors on tombe sur un paradoxe apparent. En effet, munissant les 
difftrents polynomes en jeu du poids delini par la variable X, + i (poids de 
ujz="n+t, cf. 5.13.2), le premier membre est isobare de poids le produit 
des degrb, soit 
d(d- 1)“. 
Par ailleurs, les seuls monomes ayant un coefficient non nut et dependant 
effectivement de X, + i sont ceux en X2; i, qui ont pour coefficients les ui. 
Ces derniers ont done le poids d- 1, et par suite le premier membre de 
l’equation trouvee pour k est homogene de degre d(d- l)“/(d- 1) = 
d(d- l)n-l par rapport aux ui, alors que deg(k)= d(d- l)-* (6.3.11.1). 
6.3.11.3 (n >, 3). Pour les suites de poids (1, 1, . . . . 1, d - 1) et de degrts 
(d, d- 1, d- 1, . . . . d- l), les hypotheses de (6.3.10.5), ainsi que la condition 
(6.3.10.8)(ii), sont manifestement satisfaites. Par suite, prenant pour 0 la 
permutation identique, qui convient ici, on peut (6.3.10.10) detinir saris 
ambiguite un resultant anisotrope 
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pour des Si quasi-homogenes en Xi, . . . . X,, + I de degrts (d, d- 1, . . . . d - 1) 
pour les poids considerts. Dans ce cas, l’entier V delini en (6.3.10.7) est le 
cardinal de l’ensemble des suites de la forme 
(CI,,M2,...,C(,-I,0)E~Jn 
verifiant les conditions 
O<cc,<d-1 
O<a;dd-2 2<idn-l,cr,+cr,+ ... +a,-,multipleded-1. 
Une telle suite est biunivoquement determinCe par la don&e de 
(011, u2, ...? c(, ~ 2), I’tlement c(, _ 1 ttant alors I’unique entier compris entre 0 
et d-2 tel que 
cY1 +a,+ ... +cc,_~= -tlnpl mod(d- 1). 
Par suite V= d(d- 1)“-‘, et l’exposant qui figure en (6.3.10.10) vaut 
alors 
4d-l)“-‘=d-l 
V 
Appliquons cela a la suite de polynomes 
Y kg-ul~ 
1 
11 resulte de (6.3.10.10) que 
.+lY..,g-u.x”+,. 
n 
) . ..) -g - u,x;g : 
n ) 
Flf \d-1 .Lg-U,x,+ ,,..., &-u,x,+, . 
1 n ) 
Par suite, sous les hypotheses de (6.3.11.2), la “veritable equation” de k 
est 
.LT$-U,x,,+,,..., 
> 
= 0, 
1 
od le premier membre eit bien cette fois homogene de degre d(d - 1 )“- * en 
les Ui. 
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*6.3.11.4. Soit f = C,,, = d U, X” homogene generique de degre d > 2 en 
les variables X,, . . . . X,, sur Z. On peut prtciser davantage comme suit la 
structure du polynbme 
j;-&U,X,,+, ,..., $-~.x,,+, 
> 
EZC(U,), (V,)l. 
1 ,Z 
Tout d’abord, il existe par definition de aRes un entier L tel que 
(J-1 2 .. . . xn)“Hc I;f+JJ,,, ,..., T$uJ,,, 
1 n > 
Par specialisation X,, + , H 0, on en deduit que 
done H est divisible par le discriminant de f, 
H= Disc(f) K(f, U,, . . . . U,), 
avec K(f, U,, . . . . Un) E EC(U,), (U,)l. 
Par rapport A l’ensemble des U, et des U;, le polynome H est homogene 
de degre 
d’aprb (2.3)(ii) et (6.3.10.10), et nous avons vu qu’il est homogbne de degre 
d(d- l)“-’ par rapport a (U,, U,, . . . . U,). Par ailleurs, Disc(f) est 
homogene de degrb n(d- l)“+ I par rapport aux (U,). On en deduit que le 
polynome K(f; U) est homogene 
- de degrt d(d- 1 )“- ’ par rapport a (17, , U2, . . . . U,) 
- de degrt (n - 1 )( d - 1)” ~ ’ par rapport aux ( U,). 
En particulier, il n’est pas divisible par Disc(j), car deg Disc(f) > deg K. 
Enfin, retournant a la situation de (6.3.11.2) on voit que, comme 
Disc(f) #O dans ce cas, l’equation de k est aussi 
KU u,, . ..> u,)=O, 
et le polynome K(f, U,, . . . . U,) E k[ U, , . . . . U,] est irreductible. Revenant a 
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la situation gtnerique sur h, cela montre, comme K n’est pas divisible par 
Disc(f) dans Z[( U,), (U,)], que le polyn8me 
KM U,, . . . . cm) E a(u,), Ul, ..., UJI 
est premier dans cet anneau. Les chases ne sont pas aussi simples en 
caracteristique > 0. Nous y reviendrons. * 
6.4. Questions de birationaliti 
Nous allons dans cette partie utiliser les formules de multiplicativite pour 
le resultant pour prkiser et generaliser des tnonces de birationalite qui 
n’avaient pu etre prouves jusqu’ici qu’avec des hypotheses restrictives 
(4.6.7(ii), 6.3.7.1...). 
6.4.1. Soient k un anneau commutatif, n et r deux entiers, avec 
ran2 1, et (m,,m,,...,m,), (dl,dl,..., d,) deux suites d’entiers > 1. Soient 
(U,,) (j E [r], CimiUi = dj, ai E IA) des indeterminees, 
A=k[Uj,Ije[r],dega(Y)=di] 
et 
fi= c Uj,C”EAIXl, . ..)X,] Lie Crl) 
xi 4% = d, 
les polynbmes quasi-homogenes (pour le poids defini par la suite (3)) 
gtneriques de degrt dj sur k. On suppose que, pour tout jE [r], l’entier 
P = ppcm(m,, . . . . m,) diuise dj. En outre, on pose, comme d’habitude, 
“B = A [X,, . . . . ~J/u-1, f2, *--> Jr), X= Proj(aB) 
‘8 = H&(“B), c A, T= V(‘%)cS=specA. 
Sous ces hypotheses, le resultant anisotrope 
“R = “Res(fr , . . . . f,) E A 
est dtfini saris ambigtiite (6.3.5). 
PROPOSITION 6.4.2. Sous les hypothtses pr&edentes, soit (j, a) avec 
je [n], deg,(X”) = d,. Alors 
(i) Pour tout ie [n], I’&liment a”RlaU, ne divise pas z&o dans 
l’anneau a BXr. 
(ii) L’PEment aaR/aUjX est non-diviseur de z&o dans chacun des 
anneaux A/‘% et “B/H&(“B). 
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Preuve. D’aprks (6.3.6.4), on sait que 
done (i) + (ii). Ensuite, il s&it de prouver (i) lorsque k = Z et k = Z/p22 (p 
premier). En effet, si (i) est vrai dans ces deux cas, on aura une suite exacte 
O+ 
aaR/w,s 
P, - ;B,+Q+O, (6.4.2.1) 
qui le reste aprks tensorisation par Z/pZ pour tout p premier. Comme ;B, 
est un groupe abklien libre (6.3.6.2), on en dCduit que 
Tor,(ZlpC Q) = 0 (Vp premier), 
done que Q est saris Z-torsion. Par suite, la suite (6.4.2.1) demeure exacte 
aprks tensorisation sur Z par n’importe quel anneau commutatif k. On peut 
done supposer k = Z ou Z/pZ. En particulier, pour tout i, l’anneau aBx, est 
alors intkgre (6.3.6.2), et l’assertion (i) Cquivaut g 8 “R/aUja $ ‘9. Supposons, 
par l’absurde, que aaRjaU,, E ‘X Alors, pour tout /?, avec deg,(XD) = dj, la 
relation (6.3.7) 
xbaaR x" a"R -- 
au,, 
av. E Ht,zV'B) 
18 
et l’intkgritt de “B/H&(“B) impliquent que 
pour N assez grand. Par spkcialisation fi F+ 0 pour I> n, on en dkduit que 
done que “R divise a "R/au,,, et par suite 8 "R/aUjfl = 0 pour des raisons de 
degrt. Notant, pour tout FE A, par D,F sa diffkrentielle par rapport aux 
coefficients de fi, 
D,F= c g d(ujcz), 
m,a,+ ..'+m,x,=d, P 
il sufflt done, pour prouver (i), de montrer que Dj"R # 0 lorsque k = E ou 
Z/pE. Supposant, par l’absurde, que 
Di"Rdf~,fz, . . ..f.)=O; 
nous allons dtduire de la multiplicativitt: qu’il en serait de mCme lorsque 
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d, = d, = . . . = d, = p. Dans ce dernier cas, on obtient une contradiction 
comme suit: utilisant que “R # 0 lorsque k = Z (resp. que “R est premier, 
lorsque k = Z/&Z), on voit qu’il existe un s E [n] tel que D,“R # 0, et, par 
ailleurs, comme d,= d,, on deduit D,“R de D,“R en permutant, pour tout 
a, les variables lJj, et U,,, done on a Cgalement D,“R # 0. Supposons done 
we 
Dj”Res(fi, . . . . f,) = 0. 
Pour tout t E [n], nous allons voir que la mCme relation est vraie lorsque 
d, est remplace par p. Cela permettra, de proche en proche de remplacer 
tous les d, par p. Pour cela, posant d, = ytp (avec rr E N), nous allons, dans 
le cas oh r, 2 2, faire la sptcialisation f, H g,h,, avec 
quasi-homogenes generiques de degres respectifs p et (r, - 1)~. Lorsque 
t # j, on obtient par multiplicativite 
0 = Dj”Res( . . . . g,h,, . ..) 
= “Res( ,,., h,, . ..) Dj”Res( . . . . g,, . ..) + “Res( . . . . g,, . ..) Dj”Res( . . . . h,, . ..). 
Comme “Res( . . . . g,, . ..) et “Res( . . . . h,, . ..) sont premiers entre eux (ils sont 
premiers et l’un depend effectivement des Vs, l’autre non), on en deduit que 
“Res( . . . . g,, . ..) divise Dj”Res( . . . . g,, . ..) 
done que Dj”Res( . . . . g,, . . . ) = 0 pour des raisons de degrt. Lorsque t = j, les 
Cgalites 
ujct= 1 vpwy 
p+y=. 
et le “theortme de derivation des fonctions composees” montrent que, pour 
tout fi avec deg,(XB) = ,u, 
$- “Res( . . . . gjhj, . ..) 
B 
= f: & “Res(h , . . . . .fj, . . . . .f,,)(f, ++ gjhj) . WY 
=o par hypothbse. 
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Par multiplicativite, on en deduit que 
“Res( . . . . hi, . ..)& “Res( . . . . g,, . ..)=O 
B 
d’ou (a/al’,) Res(..., gj, . ..) = 0 pour tout B. Cela acheve la demonstration. 
PROPOSITION 6.4.3. Dans le cas usuel ou m, = m2 = . . . = m, = 1, notons, 
pour simplifier I’ecriture, pour tout je [n] et pour le [n], par Ej, le coef- 
ficient de X,X: ~ ’ dans fj, 
Posons R = Res( f, , . . . . fn) E A et, fixant I’entier jE [n], notons J I’ideal 
Alors, le morphisme canonique de A-algebres N-grad&es 
0 : A[X, , . . . . X,]-+Rees,,,(J)=A/%@J@ . ..@J’@ ... 
induit par passage au quotient un isomorphisme de A-algebres N-graduees 
8: B/H$(B)rRees,,,(J). 
En particulier, le schema X= Proj(B) = Proj(B/H&(B)) s’identif?e a l’tclatt 
de V(J) dans T= spec(@I). 
Preuve. Le lecteur est renvoye a la preuve de 4.6.7(i), ou est seulement 
utilise le fait que aR/aEj, ne divise pas zero dans A/‘%. Outre le fait qu’on 
y suppose r = n, la difference essentielle avec (4.6.7) est que, dans (lot. cit.), 
on sait seulement (lorsque k = Z ou H/pZ) qu’il existe un j pour lequel c’est 
vrai, alors qu’ici, compte tenu de (6.4.2), on sait que cela est vrai pour tout 
k et tout je [n]. 
6.4.4. Exceptionnellement, on ne suppose pas dans l’enonce suivant 
tous les entiers dj (jE [r]) multiples de p. En outre, on y utilise la 
terminologie suivante. Posant, pour tout t E N, 
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on dit qu’un entier m E N est tres ample pour la suite (m,, m2, . . . . m,) si 
m > 1 et si, pour tout entier I >, 0, il existe un entier s > 0 tel que 
r,m+srmc(s+l)rm dans N”. 
(Ici qT:=T+T= ... +r (qfois).) 
* Lorsque m est multiple de p, posant B = =Pt- ‘, le faisceau CJ~(n) est 
inversible, et dire que l’entier m est trits ample pour la suite (m,, . . . . m,) 
Cquivaut A dire que le 6$-module inversible C&(m) est trh ample.. 
Soit CI = (a,, tlz, . . . . a,) E N”. Si, pour tout iE [n], on a a,< (u/mi) - 1 
alors Cr= 1 aimi 6 np - Cimi. Etant donnC un entier s B 0, on en dkduit que 
d&s que s > np --xi mi= QO. Soit t E N; lorsque tp > Q,, une rtcurrence 
immkdiate montre alors que 
L’entier Q, = np - xi mi est done tel que tout entier m 2 Q,, qui est multiple 
de p est tres ample pour la suite (m,, m,, . . . . m,). On peut d’ailleurs 
amkliorer en ghhal cette borne infkrieure et remplacer Q,, par un entier 
plus petit (Delorme). 
PROPOSITION 6.4.5. Soit je [r], et ae’9I =H’&(“B),. Pour tout aE N” 
tel que deg,(X*) = d,, posons 
aa 
qa = au,; 
Lorsque p divise dj, la projection canonique A’,= + Tqa est un morphisme fini. 
Plus precisement, on a 
au dessus de SqO = spec(A,J. De plus, supposant toujours que p divise dj, la 
projection canonique Xqm + T,, est un isomorphisme dans chacun des cas 
suivants : 
(i) On a ai > 0 pour tout iE [n]. 
(ii) L’entier d, est tres ample pour la suite (m,, m2, . . . . m,). 
Enfin, lorsque u divise dj, posant 
4= n 4119 
deg,(X’) = d, 
le morphisme de projection X, + T, est un isomorphisme. 
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Preuve. Notons F I’idtal de “C des formes d’inerties (par rapport a 23) 
de l’ideal (fr , . . . . f,). Par hypothbe, il existe un entier N> 0 et, pour tout 
iE [n], des polynomes g, (1~ [r]) tels que 
x"a = i g,,fp 
I= 1 
Pour jI E N”, avec deg,(@) = d,, on en deduit par derivation que 
x; r ah -&=gnxfl+ c --fp I= 1 aujP 
Pour deg,(XP) = deg,(F’) = d,, il en resulte par comparaison de cette 
egalitt et de l’egalitt correspondante pour y que 
XN(XPqy - J?qfl) E (fr , . . . . fr) pour tout iE [n]. 
Autrement dit 
xbqy - xyq, E 5. (6.4.6) 
Avec les notations de l’enonce, supposons que ,u divise d, et inversons qa 
dans A. Pour J? = X:‘“‘, l’egalid 
Xfiqa = X”qfl dans aBx,llz. (6.4.7) 
montre que X’ est inversible dans aBX,q, p our tout it5 [n]. Par suite, posant 
V=spec(“B)\V(%Jl), on a que 
d’oh Xq6 = D’(Xa)qm comme annonce. Autrement dit, le schema X,= s’iden- 
tifie au spectre de la A,=-algebre 
D, = [“B’4’/(Y - l)],,, 
engendrt comme Aqz-module par les classes des monomes Xp avec 
deg,(XB) - 0 mod dj. Pour deg,(XP) = d,, il resulte de (6.4.7) que 
xp = (4,‘qp). lDa dans D,. 
En particulier, on met ainsi en evidence des elements ( pi)1 G ;< n de A,9 
tels que 
J/p 5 pi. 1 D, dans D,. 
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Soit /I E IV” avec deg,(XB) E 0 mod dj. Effectuons les divisions euclidiennes 
par djJmi 
Pi = u;(dj/mi) + vi, 
od USE N, 0 < ui G (d,/m,) - 1. On deduit de ce qui precede que 
xp= n py’ q...q 
(i ) 
dans D,. 
Par suite, comme A,;module, D, est engendre par les classes de 
monomes X6, avec O<Bi< (dj/mi)- 1 pour tout ie [n], et deg,(Xfi) z 
0 mod dj, qui sont en nombre lini. 
Supposons maintenant que cli > 0 pour tout i E [n]. Alors D + (X’) = 
D+W,X, . . . X,,) dans Proj( aB). Posons D,* = [ aBcx, _. x,J]y, et notons 
I: A,= + D,* le morphisme canonique d’anneaux, de sorte que 
Xqs = spec(D,*). 
Dire que la projection X,, -+ Tqa est un isomorphisme, c’est dire que A est 
surjectif. Comme Aqa-module, l’anneau D,* est engendre par les classes des 
monomes XB, avec pi E Z et Cr= I Pimi = 0 (i.e., /I E L avec les notations de 
6.3.7.2). Soit fl E N”, avec deg,(XP) = dj. 11 resulte de (6.4.6) que 
qp = qaF-a dans D,*, 
done que qa est inversible dans D ,*. Comme nous savons que D,* est fini 
sur AYE, il rtsulte du lemme de Nakayama que l’inverse de q8 dans D,* 
appartient a l’image de 1. On en deduit d’abord que x*-O, XB- ’ E Im(n), 
puis que, pour /I, y E N” avec deg,(XB) = deg,(XY) = dj, 
XP-‘=XB~~.X1-rEIm(il). 
11 suffit alors d’appliquer le lemme (6.3.7.2) pour voir que 1 est surjective. 
De m&me, si l’on inverse q, on a 
X,= D+(Xp’mr)q pour tout i E [n] 
done X, = D + (X, . . . Xn&, et on conclut de la m&me man&e que la projec- 
tion X, + T, est un isomorphisme. 
Supposons maintenant d, trts ample pour la suite (m,, m2, . . . . m,). 
Notons h: Aqz + D, le morphisme d’anneaux canonique. Si p E N” est tel 
que deg,(Xp) = 0 mod d,, l’hypothbse sur dj implique qu’il existe des entiers 
s, t > 0 et des multi-indices y(l), y(2), . . . . y(t) E N” tels que 
xq-py = p(l)Jy) . . . p(t) 
deg,( X”“) = d, VlE [t]. 
dans A [X,, . . . . X,] 
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On sait d&j8 que les classes des Mments Xy”’ dans D, sont dans l’image 
de h et, comme X” = 1 dans D,, 
Xp = n TV(‘) E Im(h). 
Par suite, I’application h est surjective, ce qui Cquivaut au fait que la 
projection canonique Xy. + T,. est un isomorphisme. 
PROPOSITION 64.8. On se place darts la situation de (6.4.5): en par- 
ticulier, I’entier u divise d,. 
(1) Pour tout “B-module M, on a une suite exacte 
0 + H&(M),z -+Mqm can M q*P +&a(Wqz + 0 
et Ht&(M),z = 0 lorsque i 2 2. En particulier, la multiplication par X* 
H~khWqz 2 H&W,, 
est surjective. 
(2) Munissant H&( aB)y, = Hk( aBy,) de sa H-graduation canonique, 
l’application 
%&L, -5 H+hAaBg,f, 
est un isomorphisme lorsque v < 0. De plus, posant 
K,= (ie [n] ( cri>O}, 
on a Ha(aBq.)v = 0 dans chacun des cas suivants. 
(i) v>O et K,= [n] (i.e., cr,>O,Vie [n]) 
(ii) L’entier d, est trds ample pour la suite (m,, m2, . . . . m,) et 
V E Cis K, NW,. 
(3) Avec les notations de (6.3.6), le complexe de Koszul L associe a la 
suite (fi, . . . . fr) de “C induit par localisation une suite exacte 
H&(L,“+‘)+ H&(L,“+‘)+ . . . -+ H&(“C,X)+O 
de aCq,-modules H-grad& libres comme A,Y-modules en tous degres. Dans 
chacun des cas (i) et (ii) de la partie 2, cette suite exacte se prolonge en 
degre v en une suite exacte de A,X-modules libres de type fini: 
H&(L,“)y -+ H&(Ly,n+‘)y -+ ... + H&(“C,z), -+ 0. 
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(4) Supposons que r = n et que u divise tous les entiers d, (1~ [n]). 
Fixons j E [n] et a E N” tel que deg,(X”) = dj, et posons 
4. = & “Res(fiy .. . . fJ. 
Darts chacun des cas (i) ou (ii) de (2), le A,;module H&(aBq,)V est stable- 
ment libre de type fini. Lorsque Pentier dj est tres ample pour la suite 
(ml, m2, . . . . 44 et Cie K ,  Nmi= Xi6 [nj Nmi, le A,;module H&(BqO) est 
stablement libre de typefini, de rang (d, d2...d,,)/(m,m, . ..m.). 
En particulier, dans la situation usuelle oti r = n et m, = m2 = . . . = m, = 1, 
posan t 
q~=~Res(/;,f~,...,f~), 
J@ 
le A,=-module H&(B,) est stablement libre de rang d, d2.. . d, pour tout 
monome a de degre d,. 
Preuve. (1) Par definition, les aB,,-modules H&(M),a sont les groupes 
de cohomologie du complexe de Tech 
Dans le debut de la preuve de (6.4.5), nous avons vu que 
D(x’)q,= CJ D(Xi)q, 
i=l 
dans spec(aBVb), d’oti une suite exacte canonique 
0 + M.P’q. -+ ii MX,% -+ rI Mx,,,* 
i=l i, i 
qui implique aussitot la suite exacte de l’tnonce. Par ailleurs, la multi- 
plication par X” dans les modules M,,,a est bijective et induit done des 
bijections 
&nW),~ + %,zWL,g 
lorsque i > 2, et une surjection 
X’: Hk(M),a + H&(M),S. 
Tout element des H&(M) &ant annul& par une puissance de l’idtal ‘9JI, on 
en deduit que H&( M)41 = 0 lorsque i >, 2. 
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(2) Lorsque v < 0, on a aBV = 0 et la suite exacte de (1) montre que 
rF%=q,)” r fGnr~q,)v 
L’isomorphisme annonct en resulte aussitbt. Lorsque d, est tres ample 
pour (ml, m2, -., m,) ou K, = [n], on a vu (6.4.5) que l’application canoni- 
que 
est surjective. La suite exacte de (1) montre alors que 
H&( aBqJO = 0. 
La multiplication par X” induisant une surjection de H&(“B,) dans 
lui-m&me, d’aprb (l), il est de meme pour la multiplication par Xi pour 
tout in K,. Si v =CuimiECisK, Nmj, l’application 
est done surjective, d’ou H,&(aBy,), = 0 dans ce cas. 
(3) Rappelons (6.3.6) que l’on a deux suites spectrah de mike 
aboutissement 
‘ETy = H&( LP) =c- EP + y 
“E;q= HP,(HY(L’)) + EJ’+q. 
Comme H&(T) = 0 lorsque q # n, la premiere est telle que 
lEpq = IE;’ = 
0 si q#n 
co H~(H&(L’)) si q = n, 
d’ou, pour tout entier s E Z, 
Es= ‘,z.,” = H”-“(H&(L’)). (6.4.8.1) 
D’aprb la partie (1 ), on sait que [ “E;4]y, = 0 lorsque p 2 2, d’od E;I., = 0 
lorsque s k 2. On en deduit la premiere suite exacte par comparaison avec 
(6.4.8.1). 
Sous l’une quelconque des hypotheses (i) ou (ii), on a vu dans (2) que 
[“E;‘-Jqz = 0 en degrt v 
d’ou Ei, = 0 en degrt v, ce qui implique la deuxibme suite exacte par 
(6.4.8.1). 
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(4) Lorsque p divise tous les entiers d,, les “B-modules W(K) avec 
q # 0 sont a support dans V(%R) (6.3.6), done “E<“ = 0 si p # 0 et q # 0. Par 
comparaison des deux suites spectrales, on en deduit que 
H”-“wtJlb,~‘)) = 
&,z(“B) lorsque s 2 0 
H”(L’) lorsque s < 0. 
Supposons maintenant que r = n. Dans chacun des cas (i) et (ii), on sait 
we 
f&JaBqaJv = 0 pour i>l. 
On en dtduit alors une suite exacte de A,-modules 
IAS A,b-modules H&&L”,*) ttant libres de type fmi, on en deduit que 
H&(aBq,), est stablement libre de type lini. Remarquent que H&(“B)y=O 
lorwue v 4 Cie ~~1 Nm,, on voit en particulier que H’&(“B,J est un 
Agb-module stablement libre de type fini lorsque dj est tres ample pour la 
suite (m,, m,, . . . . me) et Cis K. Nm, = Cie Cnl Nmi. Choisissant f E N tel que 
H&(“B)y =0 pour v > t, le rang de H~(“Bqa) est &gal a 
,z<,, (-1)’ 1 dim, H”,(L-“+‘),,. 
. . O<V<! 
11 comcide done avec celui calculi: au moyen de la suite exacte (6.3.6.6) 
et de (6.3.6.7). On trouve bien (d, d, . .. d,)/(m,m, .. . m,) comme annonce. 
Le reste de l’assertion est immediat. 
6.4.9. Avant de les globaliser, faisons quelques remarques sur les tnon- 
cb 6.4.5 et 6.4.8. Tout d’abord, ils n’apportent aucune information lorsque 
qa est nilpotent modulo ‘%, puisque alors X,% = Tqe = 0. Cela explique en 
particulier que dans l’bnonce figure l’hypothese r 2 n, qui comme le lecteur 
l’aura saris doute remarqd, n’a jamais Ctt utiliste dans les demonstrations. 
En effet, si r < n, nous allons verifier que tout a E ‘?I est nilpotent ainsi que 
ses d&-iv&es qa. Si a E %, il existe un entier N 2 1 tel que 
(J-, 9 es.3 *,,: c u-1, ..., JL = ACX,, ..., x,1, 
d’ou, lorsque A, # 0, 
n = prof,N(A,[X,, . . . . ~,J)~~rof,~ ,.._. f,,(4CX,T . . . . X,1) d r 
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(la profondeur suivant un ideal est majoree par le cardinal d’un systeme de 
genirateurs de l’ideal). Si r < n, cela montre bien que necessairement a est 
nilpotent. On en deduit que les q. sont egalement nilpotents en observant 
qu’etant don&s un anneau commutatif R et une indtterminee 2, un 
Cltment nilpotent a de R[Z] est de la forme 
a=rO+r,Z+ ... +r,Z’, 
od les ri sont des elements nilpotents de R, d’ou le fait que 
g=r, +2r,Z+ ... +Ir,Z’-’ 
est Cgalement nilpotent dans R[Z]. 
Concernant la tin de (6.4.5), la demonstration montre en fait qu’on peut 
remplacer q par le produit des qa correspondant aux monbmes Xp’ml 
(in [n]). Je n’ai pas donnt d’enonce sous cette forme, pour Cviter les lour- 
deurs de notations. Enfin, pour justifier l’inttrbt de l’tnonce, il convient 
d’observer que, lorsque p divise tous les entiers d,, le fait que qa ne soit pas 
nilpotent modulo ‘$I imphque que, pour toute famille J de mon8mes Xfl 
avec deg,(XP) = dj, le produit 
n’est pas non plus nilpotent modulo Vl. En effet, posant L = card(J), on a 
dans “B. Si qJ etait nilpotent modulo ‘2I[, le produit (nBEJXP)qd serait 
nilpotent dans “B/Hh(“B). Puisque p divise les dj, les elements Xi (ie [n]) 
ne divisent pas 0 dans l’anneau “B/H&(“B) (6.3.6), d’ou l’on concluerait 
que qa serait nilpotent dans “B/H&(“@, done modulo 2I dans A. 
6.4.10. Comme dans (6.4.5) et (6.4.8), on suppose fixes les entiers 
ml, m2, . . . . m,, 4, d2, -., d, et on suppose que p = ppcm(m,, . . . . m,) divise 
dj. Par contre, on fait varier l’anneau de base k, et on le place en bas a 
gauche dans les notations lorsqu’il y a lieu de preciser: ;B, ,$I, . . . . 
PROFQSITION 6.4.11. Soient k, I deux anneaux commutatifs, et v: k -+ I un 
homomorphisme d’anneaux. Fixons jE [r], a E N” tel que deg,(Y) = dj et 
aE #I. Alors u(a)E ,% et av(a)/aU,, = u(q,) et on a pour tout VE N un 
morphisme de changement de base ,A,a-linPaire 
0,: 10~ H$,(;B,,),, --) H%X& 
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Lorsque u divise tous les entiers d, (SE [r]), l’application 0, est bijective 
duns chacun des cas suivants: (i) K, = [n], (ii) l’entier dj est tres ample pour 
la suite (m,, m2, . . . . m,) et v ECiSKm Nm,. En particulier, le morphisme de 
changement de base canonique 
est un isomorphisme lorsque u divise tous les d, (SE [r]) et, soit K,= [n], 
soit I’entier dj est tres ample pour la suite (m,, m,, . . . . m,) et CisK, Nmi= 
Cie [n] Nmi. Ces dernieres conditions sont rtalisees lorsque m, = m2 = . ‘. = 
m,=l. 
Preuve. Avec les notations de la preuve de (6.4.8), l’hypothese que ,u 
divise tous les d, implique que les “B-modules H’(c), avec i#O, sont a 
support dans V(m), d’ou r,E$q = 0 lorsque p > 1 et q # 0. On en deduit que, 
pour tout entier v, le A,-module H&(;Bq,Jy s’identilie, fonctoriellement en 
k, au module de cohomologie du complexe 
Sous chacune des hypotheses envisagees, la deuxibme suite exacte de 
(6.4.8.3)) montre que Ker(d,) est un Aqm-module localement libre de type 
lini et que sa formation est compatible avec le changement de base k -+ 1. 
Comme il en est de m&me pour H&( L;” ~ ‘)“, l’assertion en resulte 
aussitot. 
Remarque 6.4.12. Sans supposer que ~1 divise tous les degres d,, l’une 
quelconque des hypotheses (i) ou (ii) implique en tous cas que l’application 
0, est surjective: comme (“Eil)q. = 0 par 6.4.8(l), le Aqa-module H&(aBq,)v 
est un quotient de Ker(d,)/Im(d, + r). 
6.4.13. Afin de globaliser (6.4.8), il est nature1 d’introduire l’ideal 6 de 
l’anneau A/‘% engendre par les elements &+XJj, pour les differents choix de 
aE% et de coefficients Ujz. De facon plus intrindque, posons 
N= i card{cr ( deg,(X’)=dj}. 
j=l 
Le A-module Qi,, est libre de dimension N et la suite exacte canonique 
~z/~2-,o,Q,~~,~~~52’,,~o 
permet d’identilier b au (N - l)‘me ideal de Fitting de Q& : 
6 = Fit$- ‘(sZ&,). 
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Notant can: A -+ A/% le passage au quotient canonique, now poserons 
tgalement 
b=(can-‘(6)CA 
C= V(b)c V(a)= T 
W= T/Z. 
Avec ces notations, on a done, ensemblistement, 
E= {reTI rangQ&,=N} 
W= {~ETI rangD$,,,dN-1). 
PROPOSITION 6.4.14. Lorsque p divise tous les entiers d, (ZE [r] ), l’ouvert 
Tliss de Tformi des points lisses sur k est dense dans T et contenu dans W. 
Preuve. Comme r 2 n et p divise tous les d,, on sait que T# S (les 
polynomes Xf’mi (iE [n]) n’ont pas de zero non trivial commun). Soient 
g, h, 7t les morphismes canoniques 
XL TL spec(k) 
I t 
D’apres (6.3.6.3), le morphisme h est plat. De plus, pour tout z~spec(k), 
de corps residue1 K(Z), on a les egalites 
K(Z)n= az) X,(z) x 
T K(i) = n - %),a 
(6.4.14.1) 
qui montrent que les fibres de IT sont irreductibles et que celles de h sont 
geomttriquement intbgres. Si t E Tliss, posant z = 7c( t), on a 
rgQ&,, = dim(n-l(z)) < dim(rc(z) xk S) = N 
d’apres la remarque du debut et (6.4.14.1). Done Tliss c W. Le morphisme 
h Ctant plat et a tibres geometriquement integres, l’ouvert J?” des points 
de X lisses sur k contient les points gtntriques des tibres de h, done est 
dense dans X: tout ouvert V# 0 de X rencontre une tibre de h, done en 
contient le point gtnerique. Fixons maintenant Jo [n], posons 
4= 
607/90/2-B 
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et notons 4 la classe de q modulo ‘9l. D’apres (6.4.2), l’element 4 ne divise 
pas zero dans les fibres rtduites K’(z),~~ (z E spec k), d’ou 
D(q)ndz)#121 Vz E spec(k). 
Les fibres rc ~ ‘(z) &ant irreductibles, on en deduit comme plus haut que 
D(q) est dense dans T. Par ailleurs (6.4.5) le morphisme g induit un 
isomorphisme 
Comme Xlissn g-‘(D(g)) est dense dans g-‘(I)(Q)), on en deduit que 
TlisS n D(g) est dense dans D(q), done dans T. Par suite, l’ouvert Tliss est 
bien dense dans T, 
PROPOSITION 6.4.15. On suppose que p divise tous les entiers d, (1 E [r] ). 
Alors le morphisme canonique g: X + T est fini au-dessus de W et induit un 
isomorphisme g-‘( TliSs) 3 TliSs au-dessus de TlisS. Lorsque les entiers d, 
(1~ [r]) sont tres amples pour la suite (m,, m2, . . . . m,), le morphisme g 
induit un isomorphisme g- ’ ( W) z W. Lorsque m 1 = m2 = ’ . . = m, = 1, on a 
I’PgalitP W = TliSS. 
Preuve. Une simple traduction de (6.4.5) montre que g est fini 
au-dessus de W, et qu’il induit un isomorphisme gg’( W)r W sous 
l’hypothese que les dj sont tres amples pour (m,, mz , . . . . m,). Lorsque 
m,=m,= . . . = m, = 1, le schema X est lisse sur k (4.2.2); l’isomorphisme 
g- ‘( W) % W montre alors que WC TliSS, d’ou W= Tliss comme annond. 
Montrons que g induit un isomorphisme au-dessus de TliSs dans le cas 
general. Soit t,, E TliSS, et I/= spec R c Tliss un voisinage ouvert affine de to. 
Le morphisme g &ant tini au dessus de V, on peut tcrire gg ‘( V) = spec D, 
oti D est une R-algebre finie, et fiddle (R c D), puisque Test l’image fermee 
de X dans S. Pour voir que le morphisme d’anneaux strutural R + D est 
surjectif, il sufftt, par Nakayama, de montrer que, pour tout t E V, l’applica- 
tion induite rc( t) OR R, + Ic( t) OR D, est surjective. Avec les notations 
utilistes dans la preuve de (6.4.14) posons z = nn( t). On est ainsi amene a 
montrer que le morphisme induit par g au niveau des tibres de z 
g: h-‘(z) + C’(Z) (6.4.15.1) 
est un isomorphisme au dessus de Vn C’(Z). Comme I/ est lisse sur k, 
on a 
Vn n-‘(z) = Vn r-1(z),6d = Vn (,,;,T) 
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de sorte que, “au dessus de V,” le morphisme (64.151) s’identifie au 
morphisme de projection canonique 
Or, au dessus de YnKrzl T, qui est lisse sur K(Z), done normal, le 
morphisme K(i)g est fmi et birationnel entre schemas integres. C’est done 
bien un isomorphisme au dessus de Vnx,=, T. 
64.16. Les entiers m,, m2, . . . . m, Ctant fixes, posons pour tout in [n] 
ri= 
i 
(a,, . ..) oii, . ..) ct,) E N cn”{i) jTi mjuj z 0 mod mi). 
On detinit ainsi un sous-mondide de type fini de N C”3’fi). Plus precist- 
ment, posons, pour tout jE [n]\(i), 
i”i = (0, . ..) 0, m,/(m,, m,), . . . . 0) E N Cnl’{ii 
(l’unique composante non nulle est la fme). Comme 
mimj 
-= PPWmi, mj), 
(mi, mj) 
l’element tj appartient a r,. Par division euclidienne, on en deduit que le 
mondide fi est engendre par les cj et ceux des elements (aj)jzi de Ti qui 
sont #O et tels que 
o<aj<&-l pour tout i # i 
Notant hi la plus petit cardinal possible pour un systeme de generateurs 
de Ti, on en deduit que 
hi-<n *+n-2. 
j+ i (mi, mj) 
Posons alors 
(6.4.16.1) 
Revenons a la situation de (6.4.15), et supposons en particulier que ,U divise 
tous les entiers 4, (IE [r] ). Pour tout x E X, il existe un i e [n] tel que 
x E spec(aBo,), d’oti resulte aussitot d’apres (6.3.6.3) que 
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Lorsque r > h et g: X -+ T est lisse en x, cela implique que g(x) E W. En 
effet, si g(x) appartenait a C, on aurait 
N = rang Sz k, g(JJ d rang Szi,, < h + N - r, 
en contradiction avec r > h. La proposition suivante en resulte aussitot au 
vu de (6.4.15). 
PROPOSITION 6.4.17. On suppose tous les entiers d, (I E [r] ) multiples de 
p et tres amples pour la suite (m,, . . . . m,). Lorsque r > h, on a 
g-l(W)= {xEX[ glisseenx}. 
En particulier, cela est vrai pour tout r > n lorsque m, = m2 = . . . = m, = 1. 
Preuve. Pour la dernike assertion, on constate par (6.4.16.1) que 
h <n - 1 lorsque m, = m2 = ... = m, = 1 (en toute rigueur, il nest m&me 
pas necessaire que la valeur commune soit 1, mais on s’y ramene aussitot). 
6.4.18. Terminons cette partie par une remarque. Bien que C soit defini 
dans T par un nombre considerable d’equations, 
r3a 
--0 
auj, 
(a E ‘K Jo [rl, deg,W”) = dj), 
on a seulement en general codim(C, T) = 1. Pour le voir, supposons par 
exemple que m, = m, = ... = m, = 1, que r = n, que l’un des entiers di soit 
22 et, pour simplifier, que k soit un corps algebriquement ~10s. Alors, il est 
facile de mettre en evidence des fibres de cardinal 22 de g. Par le “main- 
theorem” de Zariski, on en conclut que T n’est pas normal. Comme c’est 
une intersection complete et 
T\T’“g = T\ i- = C 
par (6.4.15), on deduit du critere de normalitt de Serre que 
codim(z, T) = 1. 
7. POINT DE vm DE PERRON ET QUESTIONS L&ES 
7.1. Une caracterisation des formes d’inertie 
Soit k un anneau commutatif, n et r deux entiers > 1, et (m,, m2, . . . . m,), 
(4, 4, . . . . d,) deux suites d’entiers > 1. Soient (U,,) (jo [r], Zimicri= 
di, tli E N ) des indetermintes, 
A = k[ Ui, 1 je [r], deg,(Y) = dj] 
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et, pour tout jE [v], 
fi= Uj,X”EAIXl, . . . . X,] 
Z,m,a,=d, 
“le” polynome quasi-homogene (pour le poids defini par la suite (m)) 
genixique de degre dj sur k. Comme d’habitude, on pose 
c = A [Xl) . ..) X,] 
B = C/U-i, . . . . f,) 
et on note 7~: C + B la projection canonique. 
Sous l’hypoth&e que I’entier m, divise tous les dj, on se propose d’ttudier 
l’ideal note 
des formes d’inertie de l’idtal (fr, . . . . f,) de C par rapport a l’ideal (X,,). 
Pour cela, notons pour tout Jo [r] par &j le coefficient de X2’“* dans f, et 
posons 
Posant 
gj = fi - Ejpp. (7.1.1) 
A’=kCujm I ujcz$ {~1,~2,...t~r}l, 
on a done 
A = A’[$, El, . ..) En] 
Les Cgalites (7.1.1) montrent que le morphisme de ,4’[X,, . . . . X,,, Xl’]- 
algebres 
A LX,, ..-, x,, x,-q = A’[X,, ..*, x,, XyJIE1, . ..) E,] + A’[X,, . ..) x,, x,-q 
Ej H - gj/x?p 
detinit par passage au quotient un isomorphisme de A’[X,, . . . . X,, XL’]- 
algebres 
B,=ACX,, . . . . x,, ~,?l/U-i, . . ..f.)rA’CX,, . . . . x,, X,‘l. 
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On en deduit aussitot que l’ideal In (f/X,), noyau de l’homomorphisme 
d’anneaux canonique C + B,, est atksi le noyau du morphisme de 
A’[X,, . ..) XJ-algebres 
A: c= A’[&,, . ..) E,, x,, . . . . X,] + A’[X,, . ..) x,, X,-l] 
&, H - gjJXymn. 
(7.1.2) 
Introduisant de nouvelles indeterminees T,, T,, . . . . T,, on delinit un 
isomorphisme de A’[X,, . . . . X,, X; ‘I-algebres 
o:A’[XI, . . . . X,, X,‘][T,, . . . . T,] -A[X,, . . . . X,, X,-l] 
Tj H fi/X$/mn = E, + gj/X2i”” 
dont l’inverse est defini en envoyant &j sur Tj- gj/XfJlmn. Par suite, l’idtal 
In(flX,JCT,, . . . . T,l de UT,, . . . . T,] n’est autre que le noyau du 
morphisme de A’[X,, . . . . X,,]-algebres 00 ACT,, . . . . T,]: 
CCT, , . . . . T,] = A’[X,, . . . . X,rlC~r, .-.,E,, T,, ..a, T,l -ACX,, . . . . Xn, K’l 
Ej H - gj /xp = E, - f,lX~~“n 
T, H f, JXy? 
Soient h le morphisme de C-algebres 
h: C[T,, . . . . T,] -‘A[X,, . . . . X,,, X;‘] 
Tj H fi jX$lmn 
et T l’automorphisme de A’[T,, . . . . T,, Xi, . . . . X,,]-algebre de C[T,, . . . . T,] 
delini par 
T(E~) = Ej - T, GE Crl). (7.1.3) 
Avec ces notations, on voit que 
WflXn)CT1~ . . . . T,] = Ker(o 0 J.[ T,, . . . . T,]) 
= {feC[T,, . . . . Trl I h-(f) = 01. 
L’application 7 Ctant bijective, on a ainsi demontre l’assertion suivante. 
PROPOSITION 7.1.4. On a l’dgalit~ 
Ker(h)= W(flX,,f[:T,, T2, -., T,l) 
dam C[ T,, . . . . T,]. 
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COROLLAIRE 7.15 (i) On a 1’~galite 
In(f/X,) = v E C = A’[.si, . . . . E,, X,, . . . . X,] 
tels que 
fr -- xl,...,xn xdrhn ’ 
n 
(ii) Munissant C de la structure de A-algtbre grad&e dt!finie par 
deg,(X,)=m, (ie [n]), I’idPal In(f/X,) est homog&e. De plus, pour tout 
entier v B 1, on a In(f/X,),, = {v E C, = A’[E~, . . . . E,, X,, . . . . X,], tels que 
UC&I -71, . . . . v”L Xl, . . . . xn-,, l)=O}. 
Dans cet enonce, pour tout f E A [X, , . . . . X,,], on a pose comme 
d’habitudef=f(X, ,..., Xnp,, l)~A[x, ,..., X,-,1. 
Preuve. L’assertion (i) est consequence immediate de ce qui precede 
(7.1.4). Pour (ii), on observe que, lorsque v est homogene de degre v pour 
la graduation dtlinie par la suite (m,, m,, . . . . m,), l’element 
I, . ..> x n de C, 
est tgalement homogene de degre v pour la graduation localiste sur C,. 
Compte tenu de l’isomorphisme canonique 
C,I(Xn - 1) C, r A LX, 9 . . . . Xn - 11 
X,Hl 
de A[X,, . . . . X,-i ]-algebres, on conclut en observant que, pour qu’un 
Clement homogene de C, soit nul, il faut et il sufht qu’il soit divisible par 
X,, - 1. (Supposons que w # 0 soit de la forme w = (X, - 1 )h. Notant h, les 
composantes homogbnes de h, on pourra Ccrire 
w=(X,-l)(h,+h,+,.+ ... +h,) 
avec t>s, h,#O et h,+,= 0. On en deduit que w= -h,, h,=O si Ifs 
modm,, et hj+,n = X,, hi pour tout j > s, d’oti aussitot 
O=h,+,,,,==~h,, 
en contradiction avec h, # 0 et le fait que X, est inversible dans C,). 
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COROLLAIRE 7.1.6. (i) Notant h, et h”, les morphismes de A-algPbres 
ho: ACT,, . . . . Tnl -+ C,,) 
T, H jj JX$jmn 
&,: A[ T,, . . . . T,,l -ACX,, x,, . . . . xn-11, 
Tj++x, 
on a les kgalitt% 
WQ7XJo IX9 . . . . T,]) = Ker(h,) = Ker(&) 
duns A[ T, , T,, . . . . T,]. 
(ii) Notant Y l’augmentation canonique 
A[ T,, . . . . T,] + A 
Tjw 0 
on a l’&galitt? 
duns A. 
In(f/X,), = Y( Ker h,) = Y( Ker h,) 
(iii) (Formule de Perrin). On a l’kgalitt 
In@‘~A,=An i @CHID -.,~I 
j=l 
duns A[X,, . . . . X,-,1. 
Preuve. L’application h est homogene pour la graduation delinie par 
deg(XJ = mi, et h,, est l’application induite par h sur les elements 
homogenes de degre 0. La premiere tgalitt de (i) est done consequence 
immediate de (7.1.4). Pour la deuxitme, on conclut comme dans la preuve 
de (7.1.5(ii)). Compte tenu de (7.1.3), il est clair que (i) 3 (ii). Par (ii), dire 
qu’un Clement a de A appartient a In(flX,J,, c’est dire qu’il existe un 
polynbme Q E A[ T,, . . . . T,] tel que 
Qt71T72, -.,X:)=0 et a = Q(0, 0, . . . . 0). 
Posant H = Q - a, il revient au m&me de dire qu’il existe un polynbme 
HEX;= 1 TjAITI, . . . . T,] tel que a = H(yI, . . . . yr), d’oti (iii). 
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COROLLAIRE 7.1.7. L’idkal Ker(h,) = Ker($) de ACT,, . . . . T,] est engen- 
drt par les Gments de la forme 
a(&, - T, , Ed - T,, . . . . E, - T,) 
022 a parcourt In(f/X,), c A = A’[&,) E2, . ..) E,]. 
Preuve. Comme t est A’[ T,, . . . . T,]-lineaire, il resulte de 7.1.6(ii) que 
Ker(h,) est engendre par z(In(flX,),). 
7.1.8. Lorsque p = ppcm(m,, m,, . . . . m,) divise tous les entiers dj, nous 
avons vu (6.3.6.4) que HO,(B) = H&(B), de sorte que les enonces 
precedents portent sur les formes d’inertie “usuelles,” c’est a dire relatives 
a l’ideal W. 
En particular, lorsque r = n, il rtsulte de (7.1.7) que l’idial Ker(h,) = 
Ker&) de ACT,, T2, . . . . T,] est engendrP par l’t%!ment 
“Res(fr - T, X$““,, ,.., f, - T,,X$‘“n). 
On peut renverser la vapeur et faire une thtorie du resultant, et en 
particulier le dtlinir, a partir de l’ttude de l’idtal Ker(h,). C’est ce que fait 
Perron, de man&e d’ailleurs assez artificielle et diflicile a suivre, dans son 
“Lehrbuch der Algebra,” dans le cas ou m, = ‘. . = m, = 1. D’ou le titre 
donni au present paragraphe. Enlin, on laisse au lecteur le soin de 
particulariser les enonces precedents dans la situation (6.3.10). 
7.2. Relations de dbpendance alg.&brique 
Nous allons utiliser ce qui precede pour prouver la proposition utile 
suivante. 
PROPOSITION 7.2.1. Soient k un corps commutatif, n un entier > 1, et 
(ml, m2, . . . . m,) une suite d’entiers > 1. On gradue l’anneau des polynBmes 
kL-X,, x2, . . . . I’,] au moyen de la graduation deg, dt!finie par deg,(Xi) = mi 
(iE Cnl). 
(i) Soient P,, P, ,..., P,+,ER[X ,,..., X,], et d,,d, ,,,., d,,, des 
entiers > 1 divisibles par p = ppcm(m,, m2, . . . . m,). Pour tout je [n + 11, on 
suppose que 
d,>max f micci 1 X~lX;Z...X~~~~pp(Pj) . 
i i=l I 
Alors il existe un polynBme non nul Q, E k[ T, , T,, . . . . T,, + 1], de la forme 
@= c cm T” (c, E k) 4d2~~~4#+1 
d,=,+ ... +dm+,%+,< m,m2...,,, ” 
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tel que 
@(P1,P2,...,Pn+,)=0 dans k[X,, X,, . . . . X,]. 
(ii) Soient r<n un entier, P,, P,, . . . . P,E k[X,, Xz, . . . . X,] des 
polynBmes algkbriquement lits sur k, et d, , d2, . . . . d, des entiers > 1 divisibles 
par P = ppcmb,, m2, . . . . m,). Pour tout j+z [r], on suppose que 
i miui 1 X~‘X~;~...X~ESU~P(P~) 
i= 1 
Alors, posan t 
v, = min n mj 1 JC [n], card(J) = r - 1 , 
jeJ 
il existe un polynBme non nul CD E k[ T, , T2, . . . . T,], de la forme 
@= c GT” (c, E k) 
dld2...dr 
d,a,+ +d,a,=GT 
tel que 
@(P,) P,, . ..) P,) = 0 dans k[X,, X,, . . . . X,]. 
COROLLAIRE 7.2.2. Soient k un corps commutatif et n un entier > 1 
(i) Supposons don&s n + 1 polynhmes P,, P,, . . . . P,, , E 
kCX1, X2, . . . . X,,] et, pour tout jE [n + 11, un entier dj3 1 majorant le degre 
de Pi. Alors il existe un polynBme non nul @E k[T,, T2, . . . . T,,+ 1], de la 
f orme 
@= c cm T” (c, E k), 
dial+ ... +d.+la,+l~didz...d,+I 
tel que @(PI, P,, . . . . P,, 1) = 0 dans k[X,, X,, . . . . X,,]. 
(ii) Soit r E [n]. Supposons don&s r polynBmes P,, . . . . P, E 
kCX,, . . . . X,,] algkbriquement lib sur k et, pour tout jE [r], un entier 
dj > 1 majorant le degrP de Pj. Alors il existe un polynBme non nul 
@Ek[T,, T2, . . . . T,], de la forme 
@= c CaT” (c, E k), 
d,a,+dzr2+ ... +d,m,<d,dz...d, 
tel que 
@(P,, P,, . ..I P,)=O dans k[X,, X,, . . . . X,,]. 
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Le corollaire (7.2.2) est le cas particulier de (7.2.1) avec 
m,=m,= . . . =m,= 1. 
Preuve de (7.2.1). (i) Introduisons une nouvelle indeterminee X, + i 
affect&e du poids 1, puis, pour tout (j, a) avec 
jE [n+ 11, CLE w+‘, deg,(X”)=m,cc,+ ... +m,cr,+ct,+,=dj, 
une indtterminee UjX sur k. Posons comme d’habitude 
A = k[ Uj, 1 Jo [n + 11, deg,(X’) = dj], 
et, pour tout Jo [n + 11, 
f;= c UjaXaEACX1,X*,...,X,+,l. 
dega(W = d, 
Posant m, + , = 1, les mi divisent les dj, ce qui permet de delinir une 
notion de resultant anisotrope (6.3.5). Introduisant de nouvelles indeter- 
mikes T,, T2, . . . . T, + r, le polynome 
WT,, . . . . T,z+,) 
=“Res(fl-TIX~+l,...,fn+l-Tn+l~~~~)~~CT1, T,,..., T,+,l 
est tel que (7.1.8) 
fulT,,72T,, . ..Jn+1)=0 dans A [X, , X,, . . . . X,] 
De plus om est non nul, puisque 
H(0, 0, . ..) O)=“Res(fl,f2,...,S,+l)#0. 
Entin, pour le poids Cc, dtfini par 
ti(coeff. Xa) = ct, + , 
par rapport aux coefficients des polynomes 
hj=f,-TjX~+l~ACTl,..., Tn+,lCX,,...,xn+,], 
il est clair (6.3.9.4(d)) que H est isobare de poinds d, d2.. . d, + ,/A avec 
A= 
mlm2...m, 
pgcd(m,, . . . . m,, 1)=m1m2’.‘mn’ 
Par suite, H est de la forme 
H= c a,T* (a,EA). 
44...4+1 
haI+ ... +dn+la.+ls m,m2...mn 
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Notons L le sous-A-module libre de type tini de A [ T, , . . . . T, + ,] de base 
les monomes T tels que d,~l~+ ... +d,+lcr,+l~dl...d,+l/m,...m,, et 
de mCme A4 le sous-d-module libre de type fini de A[X,, . . . . A’,] de base 
les monomes X”’ . . . X’” 
L’existence de H montre “que 
tels que deg,(X’)~d,d,...d,+,jm,...m,. 
l’application A-lineaire 
u:L+M 
n’est pas injective. Supposons par l’absurde que l’assertion (i) ne soit pas 
vraie pour la suite (PI, Pz, . . . . P,, ,) qui, &ant specialisee de (yr , . . . . yn+ r), 
correspond a un point ‘p rationnel sur k de spec A. L’application k-linbaire 
A/p Oa u serait injective, done on pourrait extraire de la matrice de u dans 
les bases canoniques de L et A4 sur A un mineur D de taille dim L et 
n’appartenant pas a ‘p. En particulier, on aurait D # 0, done, comme A est 
integre, l’application u serait injective, en contradiction avec ce que l’on a 
prouve. 
Montrons (ii). Soit s E [r] le plus petit entier tel que la famille 
{Pl, p,, *..> P,> soit algtbriquement like. Le lemme suivant montre qu’il 
sufftt de prouver (ii) pour cette suite, ce qui permet de supposer que la 
famille (P, 1 t # r > est algebriquement libre sur k. 
LEMME 7.2.3. On a I’inPgalitP 
44 ’ ’ . d, Jv, < d, d2 . . . d,/v,. 
Soit en effet JC [n] une partie de cardinal s - 1 telle que v, = nj,, mj, 
et choisissons une partie KC [n] de cardinal r - s 
K= {isfl, is+*, . . . . jr> 
telle que Kn J= a. Par definition de v,, on a 
d,d,-d,, d,dz...d, 
V, ‘IljeJ mjlls+~.,srmi, 
la derniere inegalite provenant de ce que, par hypothese, m, divise dI pour 
tout 1. 
Supposons done {P,} f + r algebriquement libre sur k. Le morphisme de 
k-algebres 
0: k[X,, . . . . X,] + k[X,, . . . . X,] 
h(X 1, . . . . X,) H h(X,, . . . . X,) = h(Xy’, . . . . X7) 
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&ant injectif, la famille (P, 1 t # r > est egalement libre sur k, tandis que P, 
est algebrique sur k(P1, . . . . P,- r ). Le theoreme de la base incomplete mon- 
tre qu’on peut extraire de {X, , X2, . . . . Xn} une partie de cardinal n - r + 1, 
soit 
telle que (P, , . . . . I’,+ 1, X,, Xi,+, , . . . . Xi.) soit une base de transcendance de 
&I’,, X,, . . . . A’,). L’element P, Ctant algebrique sur k(P,, . . . . P,- 1), les 
extensions k(P,, . . . . P,) et k(X,,, . . . . X,) sont lineairement disjointes et done 
l’application canonique 
est injective; autrement dit, notant Z le noyau du morphisme de k-algebres 
kCT,, . . . . Trl + UX,, . . . . J’,,l 
g H g(P, 7 .. . . P,), 
tout polynome FEk[T,, . . . . T,, Xi,, . . . . X,] tel que F(;(P,, . . . . P,, Xi,, ,.,, XJ 
= 0 est de la forme 
Compte-tenu de la definition de v,, l’assertion (ii) resulte alors du lemme 
suivant et de l’injectivite de 0. 
LEMME 7.2.4. Soient P,, P,, . . . . P,E k[X,, . . . . X,,] despolynbmes assujet- 
tis aux conditions SW les degrh indiquPes dans l’tnonct! de (ii), mais qui ne 
sont plus necessairement supposes algtbriquement lies SW k. Soient 
xi,, xi,+,, -7  X, n - r + 1 ind&erminPes prises parmi X,, X,, . . . . X,, et 
posons L= [n]\{i,, . . . . i,}. Alors il existe un polynBme non nul 
YEk[T,, . . . . T,, X,, . . . . X,], de la forme 
(oti (tl,/I) est tel que dlcr,+ .+. +d,a,+/?,+ ... +p,<(d,d,...d,)/ 
n /CL m,) tel que 
Y(P,, . ..) P,, x,, . ..) Xi”) = 0. 
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Nous allons le voir en adaptant la preuve de (i). Pour cela, munissons 
les indeterminees Xi, X,, . . . . X,,, X, + I des poids m,, m2, . . . . m,, 1, et intro- 
duisons des indeterminees U,, (Jo [r], c1 E fV”+ ’ avec deg,(X”) = dj), ainsi 
we V,, V,, 1, . . . . V,. Posons comme d’habitude 
A = k[ Uj, I je [r], deg,(X”) = dj] 
fi=C,Uj~Xk4[X,, . ..) X,,,] CiE Crl) 
j-j =fi(X;l’, . ..) x7, X,,I)EACXl, . . . . x,+,1. 
Introduisons le resultant (par rapport aux variables X, , X,, . . . . X, + i) 
H( _T, _V) = Res(fy - Ti X2+ i , . . . . Jf - T,X:+ i , X, 
- v,x,+,,...,x,-v,x,+,,. 
Par construction, HE A [ T1 , . . . . T,, V,, . . . . V,] et il resulte de (7.1.8) que 
H(ff-, . . . . ff-, Xi,, . . . . A-,) = 0 dans A[X,, X,, . . . . X,]. (7.2.5) 
Pour le poids defini par 0 (coeff de X”) = a, + i, le resultant considert est 
isobare de poids d,dz . . . d, (5.13.2), d’ou resulte que H est de la forme 
H= c a,,Tw (Q E A). (7.2.6) 
dl ct, + + d,a, + /?, + + & < dl d2 d, 
Pour preciser la structure de H, introduisons les morphismes de 
A-algbbres 
I: A[X,, .*., x,,, 1 +ACXj I jE [n+ ll\{i,, -, in>1 
XjH 
i 
X, si j$ {i,, . . . . i,} 
VJ,,, si j= i, 
p : A [X, ) . ..) x,+,1 -.,mj I jE Cn+U\(L . . . . kl>l 
XjH 
{ 
xj si j# {i,, . . . . in} 
V”‘X I n+l si j=i,. 
Choisissons un ordre sur E = [n + l] \{ i,, . . . . i,} (par exemple celui 
induit par l’ordre nature1 de [n + 11) et posons 
hj = n(fiff) = P(fj)$ (jE Crl). 
Notons cp l’application lineaire de determinant 1 
XjH xi 
si jEE 
xi,+ VJn+, si j=i,. 
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La proprittk d’invariance (5.13) montre que 
H= ResCffo rp - T,X$+ 1, . . . . f! 0 cp - T,X:+ 1, X,, . . . . X,). 
Appliquant la formule de Laplace (5.10) aprks permutation convenable 
des variables, on en dCduit que 
H= -&Res(h, - TIX$+, , . . . . h,- T,X:+ 1), 
oti les polynbmes en jeu dkpendent des variables X, (Jo E) ordonnites 
comme indiquk. Comme 
hj - Tj X$+ 1 = b(J;) - TjX$+ 1 I”, 
on dCduit enlin de (6.3.5)(B) que 
H= f “ResMh) - T, X$+ 1, . . . . P(L) - T,X$+ 1 1”” 
avec 
puisque E=LLI{n+ l} (poser mnfl= 1). 
Utilisant (7.2.5) et (7.2.6), on en dkduit que le polynBme 
K(_T, _V) = “ReWfi) - T, x2+, , . . . . AL) - T,x$+ 1) 
est de la forme 
K= c 
a.P 
dldz...d, 
hai+ ... +d,x,+&+ +b.< n,,Lm, 
et tel que 
KU :- ) . ..) fy-, xir, . ..) Xi”) = 0 dans A[X,, X,, . . . . X,]. 
Enlin, notant e, <e2 < . . . <e, les ClCments de E, la spkcialisation 
fj++Xp, TjH0 envoie K sur fl (d’aprhs 6.3.5(A)(i)), done K#O. 
Introduisons alors les A-modules libres de type fini A, et A, de bases 
respectives les mondmes 
l-71 . . . TFV: . . . V$ avec d,cr,+ ... +d,a,+Dr+ ... +B,< 
d,d2...dr 
rI lELml 
(resp. X;lX; . . . X7 avec ~1~ + CQ + . . . + tl, < d, d, . . . dr/nlE L m,). L’appli- 
cation A-lintaire 
U:A,+A* 
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nest pas injective, puisque 0 # KE Ker(u). Notant, pour tout je [r], par Qj 
l’homogtntise de degre dj de P, par rapport a la variable A’, + 1 pour la 
graduation dttinie par (m, , m2, . . . . m,, 1 ), la specialisation fi H Qj (j E [r] ) 
dtfinit un point, rationnel sur k, note ‘$3 de spec A. Comme A est indgre, 
on voit, comme dans la preuve de (i), que Ker(A/!@ OA u) #O. Comme 
Qj” =pj (je [r]), tout Clement Y#O de Ker(A/v@, u) rtpond a la 
question. 
1.3. Structure de quelques conducteurs 
Placons-nous de nouveau sous les hypotheses de 7.1, dont nous 
adopterons les notations: en particulier, on suppose que l’entier m, divise 
tous les dj (Jo [r]). 
Le morphisme de A’[X,, . . . . XJ-algebres 
est un isomorphisme d’inverse 
C,=A’CX,, . . . . x,z, &I, . . . . &,1x,+ &CT,, . . . . Trl 
.cj H Tj - gj/X:‘““. 
De plus, munissant C, de la structure de C[ T,, . . . . T,]-algebre dtfinie 
par h, le morphisme 0 devient un morphisme d’algebres (done de modules) 
sur anneaux variables au-dessus de z: sj+-+ sj- Tj (7.1.3). D’ou un 
diagramme commutatif exact, dans lequel le morphisme de modules sur 
anneaux variables 0 est dtfini par passage au quotient: 
O- WfIXn)CT1, . . . . T,l- CCT,, . . . . T,l 
I 
* 
I 
T 
o- Ker(h) - CCT,, . . . . Trl 
can[T,, . . .. T,] 
- B, CT,, . . . . T,] - Hkn(B)[T,, . . . . T,] - 0 
t e I ta I 
h C X” - Coker(h) - 0 
Enfm, tous les modules et anneaux rencontres sont canoniquement 
gradues a partir de la graduation sur C detinie par deg(X,) = mi pour tout 
iE [n]. On a ainsi demontre la proposition suivante. 
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PROPOSITION 7.3.1. I1 existe un isomorphisme canonique de modules 
grad&s sur anneaux variables au-dessus de z 
8: Hin(Z3)[T,, . . . . T,] %Coker(h). 
En particulier, le conducteur de h 
f=ann ccr ,,..., T,l(CoWh)h 
qui n’est autre que le plus grand ideal de C[ T,, . . . . T,] dont l’image par h 
soit un ideal de l’anneau C,, verifie l’egalite 
f=z{Cann=H~“(B)ICT,,..., T,l) 
duns C[ T,, . . . . T,]. 
COROLLAIRE 7.3.2. Notant ho le morphisme de A-algebres 
ho: ACTI, . . . . T,l + Cc,,, 
Tj H f,/X$lmn 
on a un isomorphisme de modules sur anneaux variables au dessus de 
z/ACT,, . . . . Trl 
8,: Hi,(B),, [T,, . . . . T,] r Coker(h,). 
En particulier, le conducteur de h, 
f. = ann ,w. ._., T,l(CoWho)) 
vtrijie l’egalitt 
f. = r{ [annA H~,WoI CT,, . . . . T,l } 
duns A[ T,, . . . . T,]. 
Preuve. On prend pour 6, la composante homoghne de .degrC 0 de 0 
pour les graduations dCfinies par la suite (m,, m2, . . . . m,). 
COROLLAIRE 7.3.3. Sous les hypotheses precedentes, fixons un entier 
jE [r] et un multi-indice a = (aI, Q, . . . . a,) E N” tel que deg,(X’) = dj. 
Supposons que m, divise tous les entiers d,, que ~1, >O, et que l’entier d, 
soit tres ample (6.4.4) pour la suite (m,, mz, . . . . m,). Alors, pour tout 
a E In(f/X,), c A, le C’““[ T1, . . . . T,]-module Coker(h)‘“n’ est a support 
duns le- fermt 
I’($aa/aUja)) c spec C’““[ T,, . . . . T,]. 
Autrement dit, une puissance de $aaJaU,,) appartient au conducteur f. de ho. 
607.'90!2-9 
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(Pour les notations Cfmn’, Coker(h)“‘Q, on renvoie, par exemple, a 
6.3.6.10.) 
Preuve. 11 suflit de prouver la premiere partie de l’enonct, le reste s’en 
deduisant par reduction aux composantes homogenes de degre 0. Fixant j, 
posons pour tout b E N” tel que deg,(XP) = d, 
qs = aafaujp. 
Utilisant l’isomorphisme @ (7.3.1), on est ramene a prouver que, pour 
tout entier I> 0, on a 
Or la suite exacte canonique 
0 + Ifox, + B -+ B, + H;“(B) + 0 
induit en degrt 0 une suite exacte 
A% 3 (BqJ,,, --, H:.(Bq,h + 0 
et montre que la multiplication par Xi, 
H:n(BqJo 3 fffY,(Bq.),m,, 
est surjective. On est ainsi ramene a prouver le lemme suivant. 
LEMME 7.3.4. L’application canonique 
71: A,r + (B,),,, 
est surjective. 
Preuve. La demonstration &ant voisine de celle d’ une partie de (6.4.5), 
nous allons seulement en donner les grandes lignes. Tout d’abord, on 
verifie que pour tout /?, y E N” avec deg,(XY) = dj, on a que 
x%, - J?& E W&L 1. 
En particulier, posant q = qs pour Xfi = A$J”“~, on a l’egalite 
xy”q, = x*q dans B, 
qui montre que X” est inversible dans BqOI,. Comme tx, > 0, on en deduit 
we 
B 4*X, = BqUXm. 
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Posant, pour simplifier les notations, g = Bql, on en deduit par passage 
aux composantes homogenes de degre 0 que 
S?(,, = B(xl, 2 SW)/(X* - 1). 
On est ainsi ramene a prouver que le morphisme canonique 
0 : A 4r + @“/‘/(x* - 1) 
est surjectif. Pour cela, on remarque tout d’abord que si /I E N” est tel que 
deg,(XB) = dj, l’egalite Xflq, - X”qB = 0 dans BXn = BXX implique que 
P = q; ‘qs E Im(ti) dans $#4’/( X” - 1). 
Si maintenant BE N” est tel que deg,(XP) = 0 mod d,, on deduit de ce 
que d, est tres ample pour la suite (m,, . . . . m,) l’existence d’entiers s, t 2 0 
et de multi-indices y(l), . . . . y(t) E N” tels que 
-p(-p)S = xyU);yy(2). . . -pU) dans A[X,, . . . . X,] 
deg,(F’(‘)) = dj pour tout 1 E [t]. 
Par suite 
dans 99(4’/( X” - 1 ), 
ce qui acheve la demonstration. 
Variante 7.3.5. L’entier j, le multi-indice tl E N” et l’ekment a 
In(f/X,), &ant fixes, les conclusions de (7.3.3) restent valables sous 
hypotheses 
(a) p=ppcm(m,, m2, . . . . m,) divise dj 
(b) ai > 0 pour tout iE [n]. 
de 
les 
En effet, posant comme prectdemment g = B4., il suIIit (preuve de 7.3.3) 
de montrer dans ce cas que T: Aqa + L!& = 9YcF1 est surjective. Comme 
93 (x”)=~(xl*~...x”) par (b), on voit que H;“(B)= H&(98), d’oti 
a/l EH&(B),~ et l’assertion resulte alors de (6.4.5), sous l’hypothese (i) de 
(10~. cit.). 
Enfin, tixant seulement jE [r] et l’element a, et posant 
4= n 4m7 
deg,(P) = d, 
il resulte de (6.4.5) que, sous la seule hypothese que ~1 divise di, les 
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ACT,, -.., T,.]-modules Coker(h)‘“” et Coker(h,) sont a support dans 
VT(q)). 
Dans l’enonce suivant, on fait varier l’anneau de base k, et on utilise la 
notation kA, kB, . . . pour preciser l’anneau de base. 
PROPOSITION 7.3.6. On suppose r 2 n et, comme toujours, que I’entier m, 
divise tous les entiers dj (je [r]). Alors I’idPal H$“(.B), de ,A contient au 
moins un Plement premier a. De plus, tout Gment premier a de ,A contenu 
dans Ht”( zB), est non-diviseur de 0 dans kA pour tout anneau k, done 
d& que k # 0. 
Preuve. L’idtal J= HO,( zB),, noyau de l’application canonique 
can: ,A -+ ,B, 
est premier, tel que Jn E = 0, et nous allons voir qu’il est non nul. Si 
0 # c E J, la factorialitt de ,A montre qu’un diviseur premier de c, soit a, 
appartient a l’idtal premier J. Comme Jn Z = 0, Element a est primitif sur 
Z. Comme l’anneau kA est integre d&s que k l’est, la multiplication par a 
est injective et le demeure apres reduction modulo tout element premier p 
de Z. Comme ,A est sans Z-torsion, on en deduit que Coker(,a) est un 
groupe abelien sans torsion, c’est a dire plat; par tensorisation par k sur Z, 
il en rtsulte que a ne divise pas zero dans kA. 11 reste a voir que J# 0. 
Utilisant l’isomorphisme de ,A’-algebres 
z: H~n(.B)oCTl, . . . . T,l rKer(hd, 
on est ramene a montrer que Ker(h,) # 0. Notons K le corps des fractions 
de ,A. Si h, Ctait injectif, il en serait de meme du morphisme de 
.A-algebres 
d’oti par passage aux corps des fractions un monomorphisme de K-exten- 
sions 
K(T, . ..> Tr) = K(X, . . . . x,z ~ 1). 
D’ou r <n- 1 au niveau des degres de transcendance sur K, en 
contradiction avec l’hypothbse r 3 n. 
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PROPOSITION 7.3.7. On suppose que r > n et que p = ppcm(m,, . . . . m,) 
divise tous les entiers d, (je [r]). On pose 
R = “Res(f,, . . . . fJ. 
(1) Pour tout je [n] et tout CIE IV” auec deg,(x”) =d, et cr,>O, 
1’tGment qz = aRJaU,, de A ne divise pas zPro dans A/H$n(B)0 et I’on a 
supp Coker(h)‘“n’c V(?(q,)), 
dans spec C( mn)[ T, , . . . . 7’,]. 
(2) Lorsque k est intt?gre, le sous-anneau 
Im(h,) = A[& /X2”“,, . . . . fr/X2’“n] 
de cw”) a m@me corps de fractions que C,,,. 
En particulier, Iorsque k est intsgre et m, = 1, le sous-anneau AIT1, . . . . yr] 
de A[X,, . . . . X,-,1 a mtme corps de fractions que A [X, , . . . . X, _ 1]. 
Preuve. La partie (1) rCsulte de la comparaison de (6.4.2) et (7.3.3). La 
deuxihme partie en est consequence immCdiate. 
7.4. Inversion du r&&ant ci I’infni 
Dans cette partie, on suppose, pour simplifier, que l’entier ,u = 
ppcmh , . . . . m,) divise tous les dj. Lorsque r > n - 1 (resp. r > n), cela 
permet de dthir 
P = “ReCL, . . . . fn - 1 1 
(resp. R = “Res(fi, . . . . f,)). 
En outre, on utilise les notations de (6.3): 
6 = pgcdh,, m2, . . . . m,) 
A = m, m2 . . . m,/& 
7.4.1. Le cas ori r=n- 1 
Par dtfmition de p, il existe un entier I> 0 tel que 
WI 3 ..*, X”-,)‘p=O dans B/X,, B, 
d’oti 
(X, 2 . . . . L,)‘~x,B, dans B,. 
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Pour tout BP-module M, on en deduit aussitot que 
en(~) = fc”bw 
et m&me, comme V(!JJlB,) = V(X, B,), 
H&(M) = H&VI) (i 2 0). 
En particulier 
H&(M)=H;“(M)=O db que i B 2. 
Avec les notations de (6.3.6), la comparaison des deux suites spectrafes 
(6.3.6.1) dans ce cas, et le fait que H&(B,) = 0 d&s que i> 2, montrent que 
le complexe 
est acyclique sauf en degre -n + 1 et que 
H,&(BP) N ker(H&(L;“+ ‘) + H;fn(L;“+2)). 
Etant donne v E Z, les composantes homogbnes H&(,5’)” sont des 
A-modules libres de type tini, done il resulte de ce qui precede que le 
A,-module Hh(B,)” est de type fini et stablement libre. 
En particulier, la suite exacte canonique 
induit par localisation une suite exacte de A,-modules localement libres de 
type tini (utiliser 6.3.6.5) 
0 - A, = (B,),,, - H&(B,), - 0. 
Compte tenu de (6.3.6.10), on a aussi demontre que le A,-module 
H,&(B,), et localement libre de rang 
Munissons C,,, de la structure de A[ T, , . . . . T,, _, ]-module detinie par 
4,: ACT,, . . . . Tn- II+ C,xn, 
Tj H jJX$lmn 
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et comparons avec (7.3.1). On obtient que les A,[T,, . . . . T,-,I-modules 
wm et Coker(h,), sent de typefini et stablement libres de rangs respec- 
tif d,d,...d,P,/A et (d,d,...d,P,/A)- 1. 
7.4.2. Le cas ori r = n 
Comme (f,, . . . . f,- r) c (f,, . . . . f,), les considerations de (7.4.1) appli- 
quees a une extension convenable de l’anneau de base k montrent que 
Hi@,) = H>“( BP) pour tout i > 0 
H&(B,) = 0 pour i> 2. 
Le A,-module Hk(B,), est annul& par R; il est a support dans les fermes 
V(8R/8Uja) (je [n], deg,(Xa)=dj) pour lesquels l’entier dj est tres ample 
pour la suite (m,, m2, . . . . m,). (Utiliser (6.4.5) ainsi que la suite exacte de 
(6.4.&l).) 
En particulier, lorsque tous les entiers dj sont tres amples pour 
(ml, m2, . . . . m,), le A,-module H,&(B,), est a support dans le ferme 
C= V(b) introduit en (6.4.13). 
Considerons maintenant le morphisme de A,-algbbres 
A= (Mp: A,CL T2, ..., T,l + W,),,, 
Tj H fi/X$‘? 
D’apres (7.3.2), il resulte de ce qui precede que le Ap[ T,, . . . . T,,]-module 
Coker(l) est a support dans V(r(R)) ainsi que dans les fermts 
V(z(JR/8Uja)) (deg,(X’) = dj) correspondant aux d, (LIZ [n]) trb amples 
pour la suite (m,, m2, . . . . m,). 
D’aprb (7.1.6(i)), le noyau Ker(1) est l’ideal engendre par 
z(R) = “Res(fr - T, X$jmn, . . . . f, - T,,X$‘mn) 
$06, posant 
D = A,CT,, . . . . T,zlI(W)), 
une suite exacte de D-modules, et a fortiori de Ap[ T, , T2, . . . . T,, _ 1]- 
modules, 
0 - D -& (C,),,, --+ Coker(A) + 0. (7.4.2.1) 
PROPOSITION 7.4.2.2. (i) Considkrk comme dkment de I’anneau de 
polynBmes (en T,) ACT,, . . . . T,- ,I[ T,], le polynBme z(R) est de degrC 
4 4 . ..d.-,/A. De plus, posant 6, = pgcd(m,, m2, . . . . rn,-,), le coefficient 
de T2d2’..dn-‘JA dans z(R) est I’tSment 
C-1) 44...d.-dA (dnlm.)(W~m) P de ACT,, . . . . T,-,I. 
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(ii) Le Ap[ T,, . . . . T,, _, ]-module D a pour base les classes dans D des 
elements Tf, (0 < I< d, d2 ‘. ’ d, _ JA). 
En particulier, il est, d’aprts (7.4.1), libre de mCme rang que le 
AJT,, T,, . . . . T,_ ,I-module stablement libre (C,),,“,. 
Preuve. Si (i) est verifiee, le coefficient de Tf’dz...dn-“A de z(R) par 
rapport a ACT,, . . . . T,- ,] devient inversible aprbs localisation par p, 
d’ou (i)* (ii). Montrons (i). Le polynome z(R) est homogene de degre 
d,d,... d, _ JA par rapport aux coefficients du polynome f, - T,,X~~“” en 
les Xi (6.3.5(A)(ii)). 11 est done de degre <d,d2 . ..d.- ,/A en T,, et le coef- 
ficient de T$d2 ‘.‘dnm’/A y est le mCme que dans 
“Res(fi - TIX$/““‘, . . . . fn- 1 - T,- ,Xf’-“““‘, - T,,XiJ”“) 
=(-TJ dldz~~.dn-dA "Res(fi-TZX~/m.,...,fn-l- Tn~l~~-l/~.,J~h'n) 
= C-T,) dld2...d.~l/A[aRes(fi-T1X~/m.,..,, f,-l-T,_,x~-l/".,X~l"")]d"l" 
(multiplicativite) 
= C-T,) dld2...d,-l/A[p6~lm,6rr.]dnllr (red. a l’infini 6.3.9.2), 
d’ou l’assertion. 
PROPOSITION 7.4.2.3. La multiplication par f, IX$““” dans I’anneau 
(CPhX”)~ considerte comme endomorphisme du A, [T, , . . . . T,, _ 1 ]-module 
localement libre de rang constant (C,),,,, a pour polynome caracteristique 
“Res( fi - T, X2”“., . . . . f, - T,, X2’““) = 
P (dnlmn)(WSm) 
+43”,, . ..> Tn-,lCTnI 
= AJ T,, . . . . T,]. 
En particulier, elle a pour determinant 
N(f,/X$""")= 
“Res( fi - T, X2”““, . . . . fn-l- T,-lX$-“mn. f,) 
P (d&.)(WL) 
Premiere preuve. Par (7.3), on a un diagramme commutatif 
ACT,, . . . . T,] -f===+ B,,,[T,, . . . . TJ 
r - 
I 
8 - 
ACT,, . . . . T,] ho 
I 
C,X”) 
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et il est clair que r(p) = p, et 
Se souvenant que 0 est un morphisme de modules sur anneaux variables 
au-dessus de z, la formule annoncee se deduit aussitot de la formule de 
Poisson (6.3.9.3) 
dans A, c Ap[ T,, . . . . T,] par application du morphisme d’anneaux r. 
Deuxigmepreuue. Comme X est un morphisme injectif de 
A,CL . . . . T,_ ,I-modules localement libres de m&me rang, la com- 
mutativite du diagramme 
montre que 24 et u ont m&me polynome caracttristique. Posons ici pour 
simplifier s = d, d2 . . . d,, _ ,/A, et notons 
co = (_ 1)” Pw”lm”w5,) 
le coefficient de Ts, dans r(R) E ACT,, . . . . T, _, J [T,]. La matrice de u dans 
la base ordonnee (1, T,, . . . . T”,- ‘) du Ap[ T, , . . . . T, _, ]-module libre D n’est 
autre que la matrice compagne du polynome r(R)/cO. Le polynome 
caracteristique de u est done 
comme annond. 
PROPOSITION 7.4.2.4. Soit t E [n] un entier. On pose 
B=ACX,,...,X,ll(f,,...,f,-,). 
(i) Le morphisme de A-algzbres 
ACT,, T,+,, . . . . T,zl-+& 
q H cl(jj/Xyy (t<j<n) 
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induit par passage au quotient un morphisme injectif de A-algibres 
ACT,, . . . . T,,]/( “Res(fr , . . . . f, ~ r, f, - T, X:lmn, . . . . f, - T,J$“mn)) + B, 
(ii) Le A,[T,, . . . . T,- 1 I-module (Bphxn) est localement libre de rang 
constant d, d2 . . . d, ~ ,/A. Consideree comme application A, [ T,, . . . . T,, _ , ]- 
lineaire, la multiplication par f,,/X:lmn dans (fip)(xn, a pour polynbme 
caracteristique 
“Res(fr , . . . . ft- 1, f,X$""n, .. . . f, - T,X~‘“n)/p’dn’“n”6’6m’ 
EAJT,, . ..> T,+,lCTJ. 
COROLLAIRE 7.4.2.5. (i) Notant [ la classe de f,lX$l"' dans 
G"/(fi I ...? fnel), les elements 1, 5, r2, . . . . <d”“dn-‘iA--l sont lineairement 
independants sur A. 
(ii) La multiplication par <, consider&e comme endomorphisme du 
A,-module localement libre de rang constant d, d2 . ‘. d,, _ ,/A 
E= (C,)cxn,l(fil~~'mn, . . ..fnA/X$-""9. 
a pour polynome caracteristique 
“Res( fi , . . . . fn-dd'nXi'mn)EA CT 1 
P (dnlmn)(Wm) P n . 
Preuve. Le corollaire est le cas particulier t = n de (7.4.2.4). L’assertion 
(ii) de (7.42.4) se deduit aussitot de (7.4.2.3) par passage au quotient par 
l’ideal (T,, T2 ,..., T,-,) de A,[T, ,..., T,- r]. Montrons (i). Par definition 
de “Res, et remplacant k par R[T,, . . . . T,], on a une suite exacte de 
ACT,, ..a, T,]-modules 
O+ "Res(fi, . . ..fJ ACT,, .. . . TJ 
--) A[ T,, . . . . TJ = {CCT,, . . . . Tnll(fi, . . ..fn.>x.. 
Posant A” = k[ Ujm ZE,, . . . . E,], on en dtduit par transport de structure a 
partir de I’automorphisme de A”[ T,, . . . . TJ-algebres 
ACT,, . . . . TJ + ACT,, . . . . TJ 
Ej H &j - T, (j=t, t+l,...,n) 
que le morphisme canonique d’anneaux 
ACT,, . . . . TJ 
-& (CCT,,..., T,,l/(f,,..., ft-l,f,-T1X~'".,...,f,-T,X~'"')), 
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a pour noyau l’ideal engendre par 
“Res(f, , . . . . ft _ r , f, - T,X$‘““, . . . . f,, - T,,X$‘““). 
On conclut en observant que le morphisme d’anneaux de (i) est le compose 
de [ et de l’isomorphisme de CKn-algebres 
C,[ T,, . . . . T,J/(fi, . . . . .f-, , s, - T,X:“““, . . . . fn - TJ:“‘? + &, 
T, H jJX$~? 
Dans l’enonce suivant, on pose, conformement a (7.1), 
A’=k[Ujm I ujm$ {&I9 ...3 &,}I 
et, comme d’habitude, X= Proj(B). En outre, on observe que l’inclusion 
w, 3 . . . . X-JFXB 
montre que X, est inversible dans B,, pour tout iE [n], done que X, = 
0+(X,),, et par suite que 
(Bp)(x.) = WC G)p. 
PROPOSITION 7.4.2.6. Le A;[E~, . . . . E,_~]-module 
(B,),,, = uxp 0x0) 
est stablement libre de rang d, d, . . . d,, _ ,/A. 
Preuue. Notant u l’inclusion canonique 
u: A,/(R) -+ (BP),,,, 
on deduit de (7.3) un diagramme commutatif d’anneaux 
A,CT,, ..-, T,,l/(~(W) 1 (CJW”) 
s - T 8 - I 
A,[TI, . . . . T,]/(R) = (B,),,,[T,, . . . . T,], 
dans lequel les fleches T, 8 ont CtC dttinies en (7.3) et II en (7.4.2.1). Le 
APL-L . . . . T,- ,I-module A,[T,, . . . . T,]/(z(R)) &ant libre de rang 
4 . . . d, _ ,/A, on en deduit, par transport de structure par 2, que, considtre 
comme module sur l’anneau de polynomes sur A; 
zc’(A,[T,, . . . . T,J)=A;[q + T,, . . . . E,+ T,, T,, . . . . T,-,] 
=A;h, . . . . ~-1, T,, . ..> T,-1, E,,+ Tnl, 
I’anneau ( Bp)cX,)[ T, , . . . . T,] est stablement libre de rang d, . . . d, ~ ,/A. 
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Par passage au quotient par l’ideal (T,, . . . . T,- 1, E, + T,) de 
z-‘(APL-T,, . . . . Tn-111, on en deduit que le Ab[sI, . . . . E,~ ,I-module 
&J(xJL . ..> Tnl/(T,, ..., Tn-1, Tn+d~ (B,)o, 
Tj H 0 j = 1, 2, . ..) n - 1 
T,,H -E, 
est stablement libre de rang d, d, . . . d, _ ,/A. 
7.4.2.7. Par sptcialisation E, H 0, Ti++ 0 pour i # II, T, H -E,, on 
deduit de (7.4.2.2(i)) que le coefficient de ~2 ...dn-“d dans 
est p (dn’mn)(6/6m! Par suite, le Ab[~r, . . . . s,-,]-module A,/(R) est libre de 
base les sf, (0 <I< d, . . . d,- l/A). On peut done appliquer la theorie de 
Fitting au morphisme de Ab[sr, . . . . E, _ ,I-modules localement libres de 
mCme rang 
24: L = A,/(R) + (II,),,, = A4. 
Comme L et A4 sont stablement libres, leurs determinants (= puissances 
exttrieures maxima) sont libres de rang un, d’oh l’on conclut que l’idtal 
D&(u), image du morphisme canonique u @IX H u(dtt(u)(x)), 
d&t(M) ” @ det(L) -+ A;[sr, . . . . E,- r], 
A;CEI. . . . . S-II 
est principal. En outre, comme u est injectif et stable par changement de 
base k, on voit que Dtt(u) est non-diviseur de 0 dans Ab[sr, . . . . E,-r], et 
engendre par un polynome a coefficients entiers (i.e. dans &‘[sr , . . . . E, _, ] ) 
primitif sur Z et non-divisible par pr. 
Notant J le transporteur 
J = arm,,, H&(B), = (A/R: T(X, ox)) c A/R, 
la theorie de Fitting montre que l’ideal 
a meme racine que l’ideal D&(u): 
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Geometriquement, posons comme d’habitude T= spec(A/R) et notons 2 le 
fermi: (ensembliste) complementaire dans T du plus gros ouvert au-dessus 
duquel la projection canonique g : X -+ T est un isomorphisme (lorsque 
m,=m,= . . . = m, = 1, le ferme Z est le lieu singulier de T au-dessus de k 
par (6.4.15)). Le morphisme de projection canonique 
Y: T, + spec Ab[.sl, . . . . E,~ 1 J, 
Ctant fini, est ferme. Par suite, la partie F(Z) est l’ensemble sous-jacent A 
V(y), done a l’hypersurface principale V(D&(u)). Ceci permet en par- 
ticulier de prtciser la remarque (6.4.18). 
7.4.3. Le cas 02 r > n 
On pose comme d’habitude X= Proj(B). Comme (fr, f2, . . . . f,- 1) c 
(fi, . . . . f,), les considerations de (7.4.1) appliquees a une extension 
convenable de l’anneau k montrent que 
qJ=~‘KJ, 
H&p,) = H,“(B,) pour tout i 2 0 
z&(B,) = 0 pour ia 2. 
Posant 
2I = Ker(A % I’(X, OX)) = H&(B),, 
la proposition (6.4.5) permet de preciser le support du A,-module 
ff~(~Jo = Coker(A, z (BJ(~,J. 
Soient aE2l, Jo [r], et c( E N” avec deg,(X”) = dj. Lorsque dj est tres 
ample pour la suite (ml, m2, . . . . m,), le A,-module Hh(B,)O est a support 
dans V(&z/aU,). En particulier, lorsque tous les dj sont trts amples pour 
Cm,, m2, . . . . mn), le A,-module H&(B,), est a support dans le ferme 
znD(p)cspecA,, 
od ZY est le fermi defini en (6.4.13). 
Considirons le morphisme de A,-algebres 
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Soient u E !!I[, Jo [r], a E IV” avec deg,(X”) = dj. Posons, avec la notation 
(2.2) generalisee de man&e Cvidente, 
aa 
qa'auj, 
aa 
A, = T(qcJ = aujm - (f, - T, xyn, . ..) fr- TrXyyEAIT1, . ..) T,]. 
Q, = AolIIfilX$‘m”, . . . .fr/~~‘mnl E C,,, 
Lorsque dj est tres ample pour la suite (m,, m,, . . . . m,), il resulte de 
(7.1.6(i)) et (7.3.3) que 1 induit par passage au quotient un isomorphisme 
de A,-algbbres 
1: (ACT,9 ...I ~rlI~(~ZC~,, . ..Y mIp&~ CC,,,I,,~. 
Cet tnonct est particulibrement interessant lorsque 
a = R = “Res(f,, . . . . f,) 
puisqu’alors (6.4.2) l’element pA, ne divise pas zero dans l’anneau 
A CT, 7 ***, T,llWT,, . ..> Trl). 
Dans l’tnonct suivant, on pose, conformement a (7.1), 
A’=k[U, 1 Jo [r], deg,(X*)=& Uja$ (~1, ~2, ...) &,)}I. 
PROPOSITION 7.4.3.1. (a) Le A,-module 
(B,),,, = w/H G&J 
est de type fini. 
(b) Pour la structure de A~[E~, c2, . . . . E,-,I-module induite, il est de 
type fini et de dimension projective finie &gale ci r - n. 
Preuve. 11 est clair que (b) implique (a). Montrons (b). D’aprbs (6.3.6), 
la suite (f,, f2, . . . . f,) est reguliere dans l’anneau C,. Posant 
fi= ACX,, . . . . ~,Jl(f~,fL . . ..fA 
on en deduit que la suite (f, + , , f,, + 2, . . . . I;) est completement s&ante pour 
le C,-module B,. Le complexe de Koszul 
K'= Kos(fn+,, . . . . f,; &J 
dtfinit done une suite exacte de C,-modules gradues 
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Par localisation par p puis restriction aux composantes homogenes de 
degre 0, on en deduit une suite exacte de A,-modules 
O+M”-‘+M”-‘+‘-+ ... -‘M”=(Bp)(X”)~(Bp)(*“)-fO 
dans laquelle, pour tout v E [r-n], 
M”= 0 &‘p,-d,,-d~2... -d,; 
n+l<il< ... -ci,<r 
Comme m, divise par hypothbe tous les d, et puisque, pour tout 1 E Z, 
la multiplication par Xf, induit un isomorphisme de A,-modules 
(Q(X,) xf, - @,,L,~ 
le A,-module M’ est la somme de (‘;“) copies de (Bp)(X,). Par (7.4.2.6), il 
est done localement libre de rang constant >O pour sa structure de 
-q&I, %, .-a, s,-l]-module induite. 11 est deja clair que (B,),,, est de 
dimension projective linie <r-n sur A;[&,, . . . . &,-,I. Pour voir que la 
dimension projective est exactement r - n, il suflit de passer au quotient par 
l’idtal propre J de Ab[al, .s2, . . . . E,_ 1] engendre par les coefficients des 
polynomes f, (s > n + 1). En effet les differentielles 
dv:MY+MY+l (n-rQv< -1) 
son nulles module J, d’oti 
O#M”-‘/JM”-‘z Tor~~‘~““.‘En~‘3((Bp),X,,, Ab[.sl, . . . . E,-~]/J). 
7.4.4. SpPcialisation de ho 
On suppose comme toujours les indeterminees X,, . . . . X, munies des 
poids m,, m,, . . . . m, et que p = ppcm(m,, . . . . m,) divise tous les entiers d, 
(je Crl). 
Supposons de plus donnes un morphisme d’anneaux 
et, pour tout je [r], un polynome 
quasi-homogene de degre d,. On en dtduit un morphisme de k-algebres 
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tel que 
v [Xl : A [J-I 3 ..a, x,1 + KX, > *..> x,1 
envoie les fi sur les ‘pi. On note h,(t) les morphisme de I-algebres specialid 
de 4, par t, 
de sorte que le diagramme 
ACT,, a.., Cl’-, ACX,, . . . . X,1,,, 
I 
vCT1 
I 
a%“, (7.4.4.1) 
[CT 1, -.., T,l ho(e) IL-X,, . ..) XJ(&, 
est commutatif. En particulier, posant pour simplifier 
Ker(h& =q[T](Ker&,).l[T,, . . . . T,]cl[T,, . . . . T,], (7.4.4.2) 
on a une inclusion d’ideaux 
Ker(h,)-cKer(h,,(S))cI[T,,...,T,.]. 
PROPOSITION 7.4.4.3. Supposons que les polynhmes cpl, (p2, . . . . cpI n’aient 
pas de z&o ci l’infni, autrement dit que, posant, pour tout jE [r], 
@j= 4pitx1 9 a**, x”-,,O)EICXI,...,Xn~ll, 
on ait l’t!galitk 
ProjCl[X,, . . . . Xn-McPl, . . . . @,)I = 0. 
Alors les idkaux Ker(h,)- et Ker(h,,(<)) de l’anneau l[T1, . . . . T,] ont mime 
racine. En particulier, lorsque, par exemple, on a r > n - 1 et 
P(cp, 7 .a., @,-1)=“Res(c3jl ,..., Cp,-,)cl 
est inversible dans 1, les idkaux Ker(h,)- et Ker(h,(t)) ont la mCme racine. 
?reuve. Notant 58 la 1 [T, , . . . . T,.]-algtbre 
99=l[T ,,..., T,][X, ,..., X,J/(cp,-T,Xd”“n ,..., ~p,-T,xf”~“), 
on verifie d’abord, sans hypothbe sur les ‘pi, que 
KerMO) = H$$%c IlIT,, . . . . T,l. (7.4.4.4) 
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En effet, on a la suite d’tquivalences immediates 
L E Ker(h,(r)) o L(@, , . . . . 4,) = 0 dam 1 LX,, . . . . x,1 txnj 
* LU’) E (@I- T,, . . . . @, - Tr) dam 1 CT, Xl cxnj 
0 L E HO,(.Cq,. 
Ensuite, on montre le lemme suivant. 
LEMME 1.445. Lorgue cpI, (p2, . . . . cpr n’ont pas de z&-o commun ci I’injini, 
on a I’&galitd 
Le lemme ttant suppose demontrt, on conclut comme suit. Notons 
le morphisme de k-algebres defini par les sptcialisations At+ qj. Le 
diagramme canonique 
Proj(ST) A Proj(B) 
spec I [ T, , . . . . T,] spec(u) spec A 
est cartesien. De (7.4.4.4) et (7.4.4.5), on deduit que 
KeWdS)) = H&@% 
d’Od 
WeWdS))) = ImferMg) 
= spec(u)-‘(Imferm(f)) ensemblistement 
= Q4W ~CTI) 
= U?CTl(W)) ,CTI) (def. de u). 
L’hypothese sur p implique (6.3.6.4) que ‘8 = H&(B),; utilisant (7.1.6(i)) 
et la definition (7.4.4.2) de Ker(h,)-, on en dtduit l’egalite ensembliste, 
WWUS))) = WM~o)-), 
d’od l’assertion. 
601'90'?-IO 
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Montrons (7.4.4.5). L’hypothese signifie qu’il existe un entier N>O tel 
we 
(Xl, -*., xn-11°C (cpl, *..> cpr, Xn) 
= (cpl - T, X$‘mn, . . . . cpr - TJ~““~, X,,) (7.4.4.6) 
dans l’anneau 1 [T,, . . . . T,, X,, . . . . X,]. Dire que FE 1 [_T, ,lv] d&it un 
Clement de H;“(g), c’est dire qu’il existe un entier M> 0, tel que 
X,MFE (cpl - T, X2’mn, . . . . cp,- T,X$‘““). (7.4.4.7) 
On en deduit aussitot que 
(X, 9 . ..> X,,)MNF~ (cpl - T1 X$““., . . . . rp, - T,X$‘mn, X,MF) 
c (rp 1 - T, X$““,, . . . . rp, - T, X$‘mn), 
la premiere inclusion provenant de (7.4.4.6) et la deuxieme de (7.4.4.7). La 
classe de F dans W appartient done bien a H&(B), d’oti (7.4.4.5). 
7.5. Quelques formules compl&mentaires 
Soient k un anneau commutatif, n et m,, m,, . . . . m, des entiers 2 1, 
Xl, x2, ,.., X, des indttermintes de poinds respectifs m,, m2, . . . . m,. On 
suppose en outre donnes des entiers d,, d2, . . . . d, divisibles par p = 
ppcmh I, m2, . . . . m,), et on note comme d’habitude 
le polynome quasi-homogene (pour la suite m,, m,, .,., m,) gtnerique de 
degre dj. Enfin, on pose comme d’habitude 
A = k[ Vi, ( Jo [n], deg,(Y) = dj]. 
PROPOSITION 7.5.1. Soit g E k[X, , X2, . . . . X,] un pofynbme quasi- 
homogsne strict de degrC d > 1 pour la suite (m, , m2, . . . . m,). Pour simplifier, 
on pose 
~,="Res(f,,f~, .-,f,--l, g)EA. 
(1) Le A,-module 
F= A,J&, x2, . . . . Xnll(fI,f2, Yfi-19 g--l) 
LE FORMALISME DU RhULTANT 257 
est stablement Iibre de type fini, de rang 
d,d,...d,_,dlm,m,,..m,. 
(2) L’application A,-lintaire 
f,:F+F 
induite par multiplication par f, dans l’anneau F a pour dkterminant 
d,dz...dn 
N(fn) = (-~)mlm2...m. CPPcm(m: ,.... *d-l1 
X 
aRes(fr, . . . . f, _ r, fn)p@(mf, ..., mm). 
dn 
"Res(fi, . . ..fn-., g)wd(m, . . ..m) 
Preuve. Par sptcialisation, on se ramene au cas ou 
g= c V,xol 
deg,(X”) = d 
est quasi-homogene gtntrique sur Z et k = Z[ V, ( c1 E N”, deg, Xa = d]. 
Alors, par (6.3.6.7), le App-module 
App LX, 3 ...y ~nIl(f, 9 ...y fn- I 9 g) 
est stablement libre de type lini, de rang dIdz . ..d.- ,d/m,m, . . . m,. 
Adaptant la preuve de (4.8.10) on en deduit que, au moyen de l’applica- 
tion A,p-lineaire 
A,CLL . . . . T,J-+ A, CX,, . . . . J’nl 
Ti++fi i = 1, 2, . . . . n - 1 
Tn I-, g, 
le ApgCT1, .. . . T,,]-module APE [X,, . . . . X,] est stablement libre de m$me 
rang. L’assertion (1) de l’tnonce s’en deduit par passage au quotient par 
I’idtal (T,, T2, . . . . T,, _ r, T,, - 1) de API [T, , T2, . . . . T,]. Introduisons main- 
tenant une nouvelle indeterminee X, + i de poids m, + 1 = 1, et considerons 
fi, . . . . f,, g comme polynomes quasi-homogenes en X,, X,, . . . . X,, X,,, , . 
On retrouve le resultat precedent par specialisation a partir de (7.4.1) qui 
implique que A, [X,, . . . . X,], muni de la structure de AJT,, . . . . T,,]- 
algebre detinie par 
A,& . . . . r,l-A,CX,,...,X,+,l,,+,,~ApgCXI,...,Xnl 
Ti H hlx?+ 1 (iE [n- 11) 
Tnw dJ%, 
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est stablement libre de rang d, d2 . . . d,, _, d/A avec 
A= 
m1m*“.m n+l 
pgcd(m,, m2, .--, m, + 1 1 
=m,m,...m,. 
De plus, comme mn+,= 1, h(m,, . . . . mn+l)= 1, 6,(ml, . . . . m,)= 
pgcd(m,, . . . . m,), la proposition (7.4.2.3) affirme que l’application 
A&CL **.7 7’,,]-lintaire dbfmie par la multiplication par f, dans l’anneau 
ApI [X,, . . . . X,] a pour polynome caractlristique 
x(T) = aRes(f, - T, X$+ 1, . . . . g - T,Jf+ r, f, - TX?+ 1 )/p$‘pgcd(ml* .... mn). 
Par passage au quotient par l’idtal (T,, . . . . T,- I, T, - 1) de 
APE CT, , . . . . T,], on en deduit, avec la notation de (2), que 
D’aprbs une forme immediate de la formule de Laplace (6.3.9.7), le 
numerateur dans cette expression vaut aussi 
soit, par (6.3.9.4(c)) avec A =m1m2.. .m, et p = ppcm(m,, . . . . m,), 
t-11 dld2...dndiAp “Res(fi, . . . . fn- 1, f,, -Xz+,). 
Utilisant les proprittes d’homogeneite du resultant (6.3.5A(ii)), puis la 
reduction a l’infini (6.3.9.2), on trouve pour ce numerateur les expressions 
successives 
(-l)dl.~~d~dlA~(-l)dld2...d~lA "Res(fi,,..,fn,(Xf:+I)dl~) 
=(-1) (d’d2~~‘dnim’m2”‘mn)(d’p-1) “Res(fr, . . . . f,, XI+ l)d”’ (multiplicativite) 
=(-1) (dldz...d~mlmz...m.)(d/lr- 1) "Res(fl, . . . . fn)d/wcd(w,...,m.) (6.3.9.2). 
D’ou I’assertion. 
7.5.2. Les notations k, m,, . . . . m,, d,, . . . . d,, fi, . . . . f, ont la m&me 
signification que dans le paragraphe precedent. On suppose en outre donne 
un entier d> 1 multiple de p = ppcm(m,, . . . . m,), et on note, pour tout 
iE Cnl, 
gj' C V, X” 
de&k-) = dm, 
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le polynome quasi-homogbne (strict) gtnerique de degre dmj. En outre, on 
pose 
A =k[Ujcz, vjpl, 
R = “Res(f,, . . . . f,), 
RI = “W g, , . . . . g,), 
L=RR,. 
Alors les polynomes 
frog :=fi(g,, ...7 g,) (iE Cnl) 
sont quasi-homogenes de degre dd,. Introduisant de nouvelles indeter- 
minces Y,, Y,, . . . . Y,, de poids respectifs ml, m,, . . . . m,, il resulte des 
considerations utilisees dans la preuve de (7.51) que les morphismes de 
A-algebres 
u : AR[ T,, . . . . T,] -+ A,[X1, . . . . X,] 
Ti++fi 
u:A.,[X ,,..., x,1 -+A.,CY,, . . . . Y,l 
XiH gily*, . . .7 yn) 
sont stablement libres de rangs respectifs 
deg( u) = 
dld,..-d,, 
mlm2.s.m, 
deg(u) = d% -m, =d,, 
rnlrn2...rn, 
On peut done appliquer le tht!orGme de transitivitk des normes (par 
exemple Bourbaki, Algebre II, Chap. 8, 0 12, proposition 7) au diagramme 
A,CT,, . . . . T,,] -!!k A,[Xl, . . . . X,-J “f; AL[ Y,, . . . . Y,,], 
et a un element h de A[ Y, , . . . . Y,] quasi-homogene de degre v multiple de 
p = ppcm(m,, . . . . m,): 
Afin d’appliquer (7.4.2.3), introduisons de nouvelles indttermintes 
Jr Yn+l n+l, de poids m, + , = 1. On obtient alors les egalitts 
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la deuxieme n’ttant a priori valable qu’apres inversion du denominateur. 
Pour le poids 0 dtlini par W(XJ = dmi, le polynome 
W, , . . . . X,) = “Res( gl( Y) - X, Yiy,, . . . . g,(Y) - X, Yty,, h) 
est isobare (6.3.9.4(d)), de poids 
vd”m , . ..m./A(m,, . . . . m,+,)=vd”. 
Par suite FE A[X,, . . . . X,,] est quasi-homogene de degrt 
deg,(F) = vd”-‘. 
Une nouvelle application de (7.4.2.3) montre alors que 
N ~mdN~~py@)) = 
1 
R~lp~cd(w. . . . . mn) x deg(u) N,,&F) 
"Res(fi - T,X?+,, . . ..f.,- T,,X$+,, F) 
= R;di . ..d.Jm~. .m. pgcd(ml, .__, m,)RYdt-‘/pgcd(m,, . . . . m.)’ 
Si on admet la formule de changement de base (6.3.9.4(b)), on deduit 
alors du fait que R et R, ne divisent pas zero dans A (6.3.5A(ii)) et de la 
transitivite des normes que l’on a l’egalitt 
"Res(fiog(Y)-T,y~~fd:l,...,fnOg(Y)-Tny~~l,h) 
= “Res(f, - T,X:+, , . . . . f, 
- TJ$+,, "Res(g,(_Y)-Xl Y$'l, . . . . g,(_Y)-x,YfT,, h)) 
(7.5.2.2) 
dans A [ T1, T2, . . . . T,]. 
En fait, les considerations precedentes fournissent, comme nous allons le 
montrer, une nouvelle dkmonstration de la formule de changement de base 
(6.3.9.4(b)). Introduisons pour cela de nouvelles indttermintes W, 
(deg,(X*) = I fix&), et, se placant dans le cas oti 
k=Z[W, I deg,(X”)=I] 
done A = ZCuia, Vj/is, Wyl, 
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posons 
cp= c W,Xo; . . . xz, 
de&(P) = I 
et appliquons la formule de transitivitt des normes, consideree comme 
CgalitC dans le corps de fractions de A [ T,, . . . . T,], au polyname 
en supposant I multiple de ,u. 
Avec les notations precedentes, deg,(h) = v = dl, et les relations 
impliquent, par transformations Clementaires (6.3.9.6), l’egalite 
W,, . . . . x,,)“Res(g, -Xl YfYl, . . . . g,-X, YET,, Y~+,cp(X1, . . . . X,4). 
D’ou 
F(X,, . . . . X,) = cp(X,, . . . . Xn)dn “Res( g,, . . . . gn)Y’PgCd(ml. .. . mn) 
par homogeneitt: par rapport aux coefficients du dernier polyn8me 
(6.3.5.A(ii)), multiplicativite et reduction a l’infini (6.3.9.2). Utilisant les 
m&mes proprietts, on deduit aussitbt de la que 
= 
"Res(fi- T,X,d:,, . . ..f.- T,,X$+,, SPY'" 
v44 A 
) 
x “Res( g,, . . . . gn)mimz..~m,pgcd(ml....,m,) / 
vd,d2...d. vd”-i 
, . . . . fn)wdhs . ..2 m.1 “Res( g,, . . . . gn)ml...m,Pgcd(ml,....m.) "Res(fi 
= "Res(fi-Tlxd:,,...,f,-T,X~+l;,,cp)d" 
vd”-’ 
' "&(f,, . . ..fn)pgcd(ml.....m,) 
Faisons la spkialisation Ti H 0 (i # n), T, H - 1. La formule de Laplace, 
jointe a la multiplicativite, a la reduction a l’infini, et au comportement du 
resultant par permutation des polynames (6.3.9.4(a)), implique que 
“Res( fl, . . . . f,- ,, f, +X$+ ,, cp) = E “Res(fi, . . . . fnp 1, q)dn’pgcd(ml,--mn) 
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“Res(fl 0 g( Y), . . . . f, -, 0 g( Y), f, 0 g( Y) + Yz$, , cp 0 g( Y) 
= E~ “Res(fr 0 g( Y), . . . . f, ~ , 0 g( Y), rp o g( Y))dd,‘pgcd(ml- 3 mn) 
avec E, er = + 1. On a ainsi demontrt la formule 
"Res(fi o g, . . . . f,, o g)"'pgcd(ml,--mn) 
"Wfi, . . ..fJ vd”- ‘/pgcd(m,. . . . . m.) 
= + “Res( fi 0 g, . . . . fnp 1 0 g, cp 0 g)ddn'pgcd(m'~~~"mn) - "Res(fi, . . . . fnpl, ~)~'dniwdh..... %) 
De la on deduit aussitot que la fraction rationnelle 
aRes(fiog, . . ..f.~g)l"Wfl, ...,fn)d"m' 
ne depend pas des coeffkients de f,,, puis, quitte a &hanger le role des 
polynomes, qu’elle ne depend des coefficients d’aucun des fi. On peut done, 
pour la calculer, faire la sptcialisation fi H X$‘“l. On trouve, en utilisant 
(6.3.5(A)(i)) et la multiplicativitt 
“Res( &/“‘I, . . . . g$/“n) = “Res( g,, . . . . gn)dld2”‘ddml”‘mfl 
comme desire (6.3.9.4(b)). 
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